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Numerische I ntegration von Anfangswertproblemen

Bei einer Differenzialgleichung n-ter Ordnung

y® = fex,y,y'y", ...,y D)

enthdlt die allgemeine L6sung n Integrationskonstanten. Es kdnnen n zusétzliche Bedingungen
formuliert werden, mit denen diese Integrationskonstanten zu bestimmen sind, so dasssich die
spezidlelL 6sung desdurch Differenzia glei chung und Zusatzbedi ngungen beschriebenen Problems
ergibt.

Wenn all e Zusatzbedingungen fir diegleichen Stellex, gegeben sind (der Funktionswertyunddie
Ableitungen bis zur (n - 1)-ten Ordnung sind an dieser Stelle vorgeschrieben), dann spricht man
von einem Anfangswer tproblem (im Gegensatz zum Randwer tproblem, bei dem diese Bedingun-
gen fur unterschiedliche x-Werte gegeben sind). Diemit dem Differenzenverfahren zu |6senden
Aufgaben der Biegetheoriesind z. B. typischelineare Randwertaufgaben (Differenzial gleichungen
und Randbedingungen sind linear), fur dieeinegeschlossene L 6sung prinzipiel | moglichist, auch
wenn komplizierte praxisnahe Probleme eine numerische LAsung nahe legen.

Far nichtlinear e Differenzialgleichungen ist eine geschlossene Lésung nur in ganz seltenen
Ausnahmefdlen mdglich. Auch Naherungsmethoden wie das Differenzenverfahren sind nicht
praktikabel, weil sich sehr grof3e nichtlineare Gleichungssysteme ergeben wirden. Wenn die
Aufgabe jedoch als Anfangswertproblem formuliert ist, lassen sich auf numerischem Wege
brauchbare Naherungsldsungen gewinnen. Glicklicherweise sind gerade viele nichtlineare
Probleme der Ingenieur-Mathematik Anfangswertprobleme, fur die hier geeignete Naherungs-
verfahren behandelt werden.

Das Verfahren von EULER-CAUCHY

Dieldeeder numerischen Integration soll zundchst am einfachsten Anfangswertproblem mit dem
einfachsten Verfahren vorgestellt werden. Fir das Anfangswertproblem 1. Ordnung

yi=fxy) . y(x) =, y
(eineDifferenzialgleichung 1. Ordnung und diedazugehtrige y(@) >
Anfangsbedingung) ist die Funktion y (x) gesucht, die die //\
Differenzialgleichung und die Anfangsbedingung erfillt (ne-
benstehende Skizze). Y

0

Ausgehend vom einzigen x-Wert, fir den der gesuchtey-Wert
bekannt ist, dem "Anfangspunkt” x, mit dem Wert y,, sucht
man einen Wert y, fur die Stelle x, = x, + h (h ist die
"Schrittweite"), um anschlief3end auf gleiche Weise zum Lo
néchsten Punkt zu kommen usw.
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Dieser Prozesssei biszur Stellex; abgelaufen, y; ist also bekannt. Dannist dasBerechnenvony.,,
fur x;,, =X + h der typische Integrationsschritt des Verfahrens.

Beide Seiten der Differenzialgleichung des Anfangswert- y
problems werden Uber das Intervall h integriert: y(x)
[y')ae = [fx.p)ax
x; x; \
) %1 y Yivq
OISR N NCBOY I i
x; £ L X
M Ty Tigg
Ver =¥+ [fx.p)de h

Dasverbleibende Integral auf der rechten Seite, das den Zu-

wachsdesFunktionswertesvom Punkt i zum Punkt i + 1 représenti ert, mussnaherungswei segel 6st
werden, well die im Integranden enthaltene Funktion y (x) nicht bekannt ist. Die verschiedenen
V erfahren der numerischen Integration von Anfangswertproblemen unterscheiden sichim Wesent-
lichenin der Art und Qualitét, wie dieses Integral angenahert wird.

Die grobste Naherung fur das Integral ist die Annahme, der Integrand f(x,y) sei im gesamten
Integrationsintervall x; < X < x;,, konstant und kann durch den Wert f (X, ,y;) amlinken Rand
des Integrationsintervalls ersetzt werden (x; und y, sind bekannt). Mit

[FGpyde =[x )] = £0x3) (g = %) = 3 b

1

erhdlt man die

I ntegrationsformel von EULER-CAUCHY:

/
Vit =Y, t Y h > X =X, th

Dies ist die einfachste N&herungsformel fir die numerische Integration eines Anfangswert-
problems, die Ldsung y (x) wird durch einen Polygonzug approximiert. Die einfache Berech-
nungsvorschrift verdeutlicht in besonderer Schérfe das Problem aller Integrationsformeln fur
Anfangswertprobleme: Die Naherungsl6sung fur das Integral erzeugt einen Fehler ("Quadra-
turfehler"), der in die Berechnung von y’ fr den néchsten Integrationsschritt eingeht und dabei
einen weiteren Fehler (Steigungsfehler) erzeugt.

Andererseitswird auch die Stérkedieser Verfahren deutlich: Eineeinfache, immer wieder auf die
gerade berechneten Werte angewendete Formel kommt der Programmierung in hohem Male
entgegen. Well jeder Schritt nur die Ergebnisse seinesV organgerskennen muss, ist der Speicher-
platzbedarf auRerordentlich gering, wenn nicht alle berechneten Werte fir eine nachfolgende
Auswertung gespei chert werden miissen.

An einem einfachen Beispiel soll das Vorgehen demonstriert werden.



J. Dankert: Numerische Integration von Anfangswertproblemen, Teil 1 (Grundlagen) 3

Das Problem, die Funktion y(x) zu bestimmen, dieeinen Spiegel definiert,
der paralleles Licht so ablenkt, dasssich ale Lichtstrahlen in einem Punkt
(Fokus) treffen, kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit fir Lichtstrahlen parallel zur x-Achse
und mit dem Nullpunkt as Fokus formuliert werden.

Beispid:

Einige einfache geometrische Uberlegungen (nachfol gende Skizze) fulhren auf die Differenzial-
gleichung

y/ — Yy , Yy
[+-2 2
X ryxtry Einfallswinkel = Ausfallswinkel

fUr die (mit einiger Mhe) diealgemeine Lo- y(x)
sung berechnet werden kann, so dasssich die A
nichtlineare Differenzia gleichungvorzuglich ‘

N s . Lo Tangente o Lichtstrahl
fUr eine Abschétzung der Genauigkeit einer y
numerischen LAsung eignet. 7 -

o8
Ihre allgemeine LOosung I
y2 = C2 +2Cx x?+ y2 (gleichschenkliges Dreieck)

enthdlt die Integrationskonstante C, die mit
einer ziemlich willkdrlich festzulegenden Anfangsbedingung bestimmt werden kann. Es gibt
unendlich viele Funktionen, die die Forderung der Aufgabenstellung erfillen, man darf einfach
einen Punkt festlegen, durch den die Lésungskurve verlaufen soll. Wahlt man z. B. als Anfangs-
bedingung

y(@©) =1,

dann erhdt man mit C=1 als spezielle Losung die quadratische Parabel
y =41+ 2x

("Parabolspiegel"). Dienachfolgende Tabelle zeigt die numerische L ésung nach Euler-Cauchy fir
das nichtlineare Anfangswertproblem

yhe—2— 1, y0)=1

X + /x2+y2

mit der sehr groben Schrittweite h = 0,1 im Vergleich mit der exakten Losung:

' Xi Yi yi’ Yi, exakt
0 0 1,0000 1,0000 1,0000
1 0,1 1,1000 0,9132 1,0954
2 0,2 1,1913 0,8461 1,1832
3 0,3 1,2759 0,7921 1,2649
10 1,0 1,7560 1,7321
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Schon am Ende des sehr kurzen Integrationsintervalls x =0... 1 zeigt sich einesichtbare Abwei-
chung, die bel groflieren Integrationsintervallen starker wird, sich durch kleinere Schrittweiten
jedochverringernlasst. Die nachfolgende Tabellezeigt dieErgebnisse, diesich bel verschiedenen
Schrittweiten am Ende des Integrationsintervalls x =0 ... 5 ergeben:

Schrittweite h= 10 0.1 0,01 0,001 | Exakte
Integrationsschritte N = 5 50 500 5000 L osung
y(5) = 39163 | 33723 | 33221 | 33172 | 33166

Naturlich kann man die Anzahl der Integrationsschritte nicht beliebig erhohen, well mit der Anzahl
der Rechenoperationen auch der mit jeder Operation unvermeidlich verkntipfte Rundungsfehler das
Ergebnis verféd schen wird.

Dasnachfolgend angegebenekleineM ATLAB-Script (al sECSpiegel.m zum Download verfig-
bar), mit dem diese Berechnung realisiert werden kann, zeigt, wie einfach das Verfahren zu
programmieren ist:

=) C:\NetObjects Fusion 4.0\ser, Sites\TMcu\Dateien\ECSpiegel. m* g@ File Edit Wicw ‘wiob ‘window Heolo
File Edit Miew Text Debug Breakpoints ‘Web Window Help o =]
DB S| L 2E oo | @ 88|08 8E 38| s Z

il % Differenzialgleichung v' = £ix,¥]: = i:gggg

2 1.1915

3= £f = inline ('v / (x + =sgrt (242 4+ w200 'w e o 1.2759

4 1.3551

al - x0 =0 ; ¥0 =1 ; % Anfangswert 1.4z3939

Rl — *End = 1 ; % Ende des Integrationsinterwalls i':ggz

A= n =10 ; % Anzahl der Integrationsschritte 1:6335

8- h = (XxEnd - x0) / n ; 1.56955

9 1.7560

10— = ==0 : h : xEnd ;

i [l ¥ = zeros (n+l,1) :

157

13 % Euler-Cauchy-Llgorithiius —=————- - = s e e s e e

14— vil) = 0 ;

14 i

16|=| for i=l:n <) Figure No. 1

17— ¥ii+l) = wii) + h * £ (x(i),¥(i)) : File Edit W¥ew Insert Tools Window Help

18— end

19 % Euler-Cauchy-&Algorithmus ————————mmommmm e 1.8

20 — Euler-Chauchy

21 % Ewakte Lisung zum Vergleich: e —— axakt

2= C = -x0 + =qgro(=x0*~2+y0*-2) ;

23— yexakt = sgrt (CH2+2FCFx)

24 1.4

25| v % Busgabe der Ergebnisse in das Command Window und

26 % gemeinsam mit der exakten Loesung in ein Graphik-Fenster 1.2

27— plot (x,¥,x,yexakt,'r'] ; legend ['Euler-Chauchy','exakt', 2] :

| 1] 1 -

Ready 0 0.5 1

Der gesamte EULER-CAUCHY -Algorithmus besteht auswenigen Zeilen. Die spezielle Differ
enzialgleichung, diegel 6st wird, wurdeam Anfang als"inlinefunction” definiert, die gegebenen-
fallsfur dieLdsung einesanderen Problemsersetzt werden kann. Rechtssieht man das" Command
Window" und das Graphik-Fenster mit den Ergebnissen der Rechnung.

¢ Bel Berechnung dieses Anfangswertproblem mit negativer Schrittweite (um die Spiegel -
form auch links vom Fokus zu bestimmen), ist fir die Stelle x = - 0,5 ein Versagen der
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Rechnung zu erwarten, weil dorty’ unendlichwird. Durch dieunvermeidlichen Rundungs-
fehler bei der Rechnung aul3ert sich dies unter Umstanden " nur” durch unsinnige Ergeb-
nisse.

Diesist eingenerellesProblem bei der L 6sungvon Differenzial gleichungenin Bereichen,
indeneny’ =f(x,y) sich"mity sehr stark andert". Fur die Eindeutigkeit der Lésung einer
Differenzialgleichung muss gefordert werden, dass in dem betrachteten Bereich die
partielle Ableitung von f (x,y) nach y entsprechend

x| 4
oy
begrenzt ist (so genannte "LIPSCHITZ-Bedingung").

Im Scheitel punkt der betrachteten Lésungsfunktionist diese Bedingung nicht erfillt. Die
exakte Losung verzweigt sich dort auch in einen oberen und einen unteren Zweig.

¢ DasVerfahrenvon EULER-CAUCHY wird nur ausdidaktischen Griinden hier so ausfiihr-
lich behandelt. Fir dieweitaus mei sten praktischen Problemegibt eskeinen Grund, nicht
eines der nachfolgend behandelten genaueren Verfahren zu verwenden.

Differenzialgleichungen héherer Ordnung, Differenzialgleichungssysteme

Die EULER-CAUCHY -Formel ist problemlos auf Differenzialgleichungssysteme 1. Ordnung
Ubertragbar, indem sie fur jede der zu berechnenden Funktionen aufgeschrieben wird. Fr ein
Anfangswertproblem mit zwei Differenzialgleichungen 1. Ordnung

/

n =hGEYLY) s (X)) =y s
/

Yo =f2(x,y1,y2) s y2(x0) =N

wirddieEULER-CAUCHY -Formel injedem Integrationsschritt zweimal verwendet, so dassy, ;.,
undy, ;.. ausy, ; undy, ; berechnet werden kénnen.

Damit ist auch eine M 6glichkeit der numerischen Integration von Differenzial gleichungen (und
Differenzialglei chungssystemen) héherer Ordnung gegeben: Durch Einflhren von zusétzlichen
Variablen fur die ersten Ableitungen werden Differenzialgleichungen héherer Ordnung in ein
Differenziagleichungssystem 1. Ordnung Uberfihrt.

Dies soll am Beispiel einer einfachen Bewegungs-Differenzial gleichung demonstriert werden.
Bewegungs-Differenzialglei chungen der Technischen Mechanik sind stets Differenzialgleichungen
2. Ordnung (Beschleunigungist 2. Ableitung der Wegkoordinate). Fur dienumerischelntegration
bedeutet das, dass neben der Wegkoordinate (z. B.: soder bei Drehbewegungen ¢ ) auchnoch die
Geschwindigkeit (z. B.: v=$ bzw. w = ¢) adsVariable auftritt, so dass das Beschleunigungs-
glied durch die erste Ableitung der Geschwindigkeit ersetzt wird. Die unabhangige Variablein
Bewegungs-Differenzialgleichungen ist die Zeit t.
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Ein dinner Stab der Lange | mit konstantem
Querschnitt ist an einem Ende reibungsfrei
gelagert. Er wird aus der vertikalen Lage um den Winkel ¢,
ausgel enkt und ohne Anfangsgeschwindigkeit freigegeben. Die
freie Schwingung wird durch das Anfangswertproblem (vgl.
Dankert/Dankert: Technische Mechanik, Seite 529)

- 3o . .
¢ = -2—§smq> ; @(t=0)=¢9, ; @(t=0)=0
beschrieben (dieunabhangigeVariablet taucht in der Differenzia gleichung gar nicht auf, diesist
sehr hdufig bei Bewegungs-Differenzia gleichungen). Durch Einfiihren einer zusétzlichen abhéngi-
genVariablenw wird ausder Differenzia gleichung 2. Ordnung e n Differenzial glel chungssystem

1. Ordnung:

Beispidl:

. 3g .
®w = -=—=¢in ; w(r=0) =0 ;
5] Sine (r=0)

¢ = ;o e(=0) =9,

Dieses Anfangswertproblem kann zum Bel spiel mit dem folgenden EULER-CAUCHY -Formel satz
berechnet werden (zum Problem passend ist die Zeit t die unabhangige Variable, an Stelle der
Schrittweite h wird At geschrieben und fir y, und y, werden w bzw. ¢ verwendet):

(‘oi+1

(Pj+1 = (pi+ At (i),' >
t t, + At

=, + Aro, ,

i+l

DieProgrammierungist im Vergleich zueinem Problem mit nur einer Differenzial glei chung nicht
nennenswert aufwendiger (sehe MATLAB-Script auf der néchsten Seite), dasalsECPendel.m
zum Download verfugbar ist.

Im Beispiel wurde mit einer Stablénge | = 1 m und einer Anfangsauslenkung ¢, = 7t/2 Gber ein
Zeitintervall von nur 1 s gerechnet (es ergibt sich eine halbe Pendel schwingung). Man sieht in
diesem Fall dem Ergebnis sofort an, dass es sehr ungenau ist (immerhin wurde das kurze Zeit-
intervall in 100 Abschnitteunterteilt), denn natiirlich kann das Pendel zur anderen Seitenicht tber
¢ = - m/2 hinaus ausschwingen. In der Regel sind solche Ungenauigkeiten dem Ergebnis
allerdings nicht sofort anzusehen.

Die Frage, wie man die Ergebnisse bei Problemen kontrollieren kann, fur die keine exakten Ver-
gleichsldsungen vorliegen (ist der Regelfall, denn sonst bréuchte man ja nicht numerisch zu
integrieren), ist ebenso schwierig zu beantworten wiedie Frage nach einer geel gneten Schrittweite.
An diesem Beispiel sollen einige Méglichkeiten aufgezeigt werden:

¢ Man sollte mehrere Rechnungen mit unterschiedlichen Schrittweiten durchfiihren (man
probiere dies fur das behandelte Beispiel mit n = 1000 und n = 10000). Wenn sich die
Ergebnisseam Endedes|Integrationsintervallsbel halbierter Schrittweite nicht wesentlich
andern, kann man der Rechnung vertrauen.

¢ Fur sehr kleine Ausschldge kann die Differenziagleichung linearisiert und exakt gel 0st
werden. Fir die Dauer einer vollen Schwingung erhét man die Formel



J. Dankert: Numerische Integration von Anfangswertproblemen, Teil 1 (Grundlagen) 7

B} C:\Eigene D ateien\TMCAECPendel.m +} Command Window _ O]

File  Edit Wiew Tewt Debug Breakpoint: ‘wWeb Window Help Fille Edit Wiew ‘web ‘window Help
DEeE& R #H 88 B0 BE| s x| [ |
r r - phillin =
1 % Differenzialgleichungen: i
2
A= phip = inline {'omega','omega') ; sLisnaRd
4= onegap = inline {'-faktor*sin(phi)','t','phi','onega','faktor') :
5]
Bl—| pl =L % Pendellaenge aucyaliox =
= Iid = 9.81 : % Erdbeschleunioqung
8- faktor = 1.5%g/pl ! 5.5554
10| = £l =0 ; phil =pi/f2 ; omegald =0 ; % Anfangswverte
Jel]i= tEnd = 1 2 % Ende des Integrationsinterwalls _‘1—1 s
= n = 100 ; % -Anzahl der Integrationsschritte Ready
13|=| dc = (tEmd - £0) / n : -
14
15| - t =t0 : dt : tEnd
16| — phi = zeros (n+l,1l) :
i omega = Zeros (n+l,l)
18 -
19 % Euler-Cauchy-Algorithmis ------- R RETEEREEAEEREE lFI e ==l
200=| phi(l) = phio T s ~ =
2l = omegall) = omegal ; “DBHQ‘*A’/‘@@
22 2
23|=| £for i=l:n 1
24| - phi (i+l) = phi (i) + dt * phip (omegaii))
5= omega(i+l) = omega(i) + dt * omegap (t(i),phiii),omega(i),faktor) ; 0
2B/=| end
27 % Euler-Cauchy-Algorithmus ------- ——= e 1
28
-2
29— | phiMin-min(phi) 0 02 04 06 038 1
30| - omegabax=max [abs (omega) | I‘% Extremwerte ---»> Command Window |
31|=| plot (t,phi) % Graphik-Ausgabe phi(t)
32 o
| [ »
ll b | RKFendel.m ] HeunPendelm  ECPendelm I
Ready
27 21
T = =27 3.
Man sollte eine Testrechnung mit einer kleinen Anfangsaus enkung durchfiihren und die
Ergebnisse vergleichen.
¢ Da das Schwingungsproblem ohne Berlicksichtigung von Bewegungswiderstanden

(Reibung, Luftwiderstand) behandelt wird, muss das Pendel bei beliebiger Anfangsaus-
lenkung nach jeder vollen Schwingung wieder die Anfangslageerreichen (sehr gutesindiz
flr eine "gesunde” Rechnung, siehe Bemerkung oben).

¢ Auch fur beliebig grofRe Ausschlége lasst sich die Abhangigkeit der Winkelgeschwin-
digkeit w von der Winkelkoordinate ¢ nach dem Energiesatz exakt berechnen. Speziell
liefert diese Betrachtung fUr die Winkel geschwindigkeit beim Durchgang durchdietiefste
Lage des Pendels (¢ = 0) aus

) 1(1 2
=(1- == | —ml?| w
mg 2( costpo) 5 ( 3m ) ax

die maximale Winkelgeschwindigkeit

max

3
Tg (1 -cosg,) ,

die mit dem numerisch berechneten Wert verglichen werden kann.
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Mit den fUr das berechnete Beispiel gewéhlten Zahlenwerten wird dieser theoretische Wert
Wpax = 5,4249 s !

bei einer Einteilung desintervallsin 100 Abschnitte schon deutlich Uberschritten und wird erst bei
10000 Abschnitten befriedigend genédhert.

Naturlich kann man nicht bei jeder Aufgabe so viele Testmdglichkeiten finden, man solltejedoch
immer bestrebt sein, die Ergebnisse besondersmit " physikalischen und technischen Uberlegungen”
zu verifizieren.

Verbesserte Integrationsformeln
Pradiktor-Korrektor-Verfahren, das Verfahren von HEUN

Eine Verbesserung der Naherung fir das Integral in

X;

Vi =¥+ [ fx.y) de Y y(z)

kann nur durch das Einbeziehen weiterer Punkte des
Integrationsintervallsh erreicht werden. Wenn der Integrand

nicht nur durch einen Funktionswert (am linken Rand des y Yies
Intervallswiebeim Verfahrenvon EULER-CAUCHY) ersetzt i \

wird, sondern z. B. auch der Funktionswert am rechten Rand i 1 X
f(X.,., Y.y indieNaherung einbezogen wird, kann der :a:; T
Integrand alslinear veranderliche Grof3e angendhert werden h
("Rechteck"-Naherung wird zur deutlich besseren " Trapez'- - -

Naherung). Mit

f(xisyi) +f(xj+1 9yi+1)
2

Xi+1 h
[ £x.y) ds = . -%) = 0+ ¥1) >

gelangt man zur wesentlich besseren Integrationsformel
_ /1 \h
y,'+1 - yj + (y, +yi+1)5 5

die alerdings nicht ohne Vorleistung anwendbar ist, denn auf der rechten Seite geht Uber
Vi =FT(Xi.1, Yi.) der Wert y.,, ein, der mit dieser Formel erst ermittelt werden soll. Man
berechnet deshalb einen vorlaufigen Naherungswert (Préadiktor) nach der EULER-CAUCHY -
Formel, der dann eine (gegebenenfalls mehrfache) Verbesserung nach der verbesserten Formel
erfahrt (Korrektor-Schritte). Diesist das
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Verfahren von HEUN:
Pradiktor:  p,,, =y, + y,-/ h Vel
J

/
Piii =Viaa T Vi1 :f(xi+1’pi+1)
f l

= = = « Yicr =V + (yi/+yi/+l)g (Korrektor)

=x, +h

Das Verfahren kann mit einer festen Anzahl von Korrektorschritten arbeiten oder aber einen
Integrationsschritt erst dann beenden, wenn sich y, , ; nicht mehr andert. Wie das EULER-
CAUCHY -Verfahren kann auch das Verfahren von HEUN auf ein System von Differenzial-
gleichungen angewendet werden, indem fUr jede Differenzial gleichung der angegebeneAlgorith-
mus ausgef ihrt wird.

Dle Prograrnmlerung |$ B) C:\Eigene Dateien\TMC\HeunPendel.m
nicht W&eentlich aufwén— File Edit “iew Test Debug Breskpoints ‘Web ‘window Help
dlgav als belm Va‘fahren =R &S | el e | dh fr | ) & | BB E B E | Stadk: |B2

1 % Differenzialgleichungen:
von EULER-CAUCHY. 2
. . . 3= phip = inline ('omega','omega') :
Fur das m Vorlgen Ab‘ hifi= omegap = inline ('-faktor¥sin(phi)','t','phi','owega', ' faktor') :
. 5
SChnItt behanddte Pen' Bl—| pl el % Pendellaenge in m
. . Al - q. . p ; ~
delproblem (2Differenzi- | 52| ueor 3 Sraiel s ¢ Rrdimsehismmang e
. . g
alglaChungen) Wi rd ne- 10| - £l =0 ; phid = pi/2 ; omegald = 0 ; % Anfangswerte
benstehend das modifi- 1z =1 e
zierte MATLAB-Script | 13- ac - (Ena - o0 /n s
gezeigt(istalsHeunPen- | 18-} © =0 : a : o
= phi = zeros (n+l, :
del.m zum Download B oueoe = zeres (i) ¢
verfighbar). In jedem In- B8+ rewn-argortemmue oo
. . 20/=| phi(l) = phi0
tegrationsschritt werden | 21-| ouegay) - ouegas ;
T . 22
nachdem Prédiktorschritt = 33| cor i-1:n
. 24| — phipi = phip [omega(i)) ;
genaJsKorrektorSCh”tte 25| = ompi = omegap (t(i),phi(i),onegaii),faktor) ;
X 26 25 * Prédiktorschtitt nach Euler_[:auchy: ook o o o o o o o o o o e ol o
ausgerhrt = prphi = phi (i) + dt * phipi :
28— prom = omega(i) + dt ¥ ompi
1 29[ — for j=1:3 % % Drei Korrektorschrithe: Seatssseaa i n oo s ahs oo naa RO ORAAS
Wenn man mlt dem an a0/ - prphi = phi (i) + (phipi + phip(pron))*dc/2
dl%we%mOd|f|Z|erta'] 312: - prom = omega(i) 4+ (ompi + omegap(t(i+l),prphi,prom,faktor))*decs2
Programm d|e gle'Chen gi = phi El+i; = prphi : % ... die endgueltigen Werte des Schritts
. = omega(i+l) = prom
Testrechnungenausfiihrt, = 3-| ens
. . 36 % Heun-Al gori thiils —— === o oo e
die mit dem Programm | 3 |
38— phiMin=nin(phi) , omegaMax=max(abs{omega))| ¥ Extremwerte ---> Command Window —
nach EULER-CAUCHY 39(—| plot (t,phi) % Graphik-Ausgabe phi(t)
durchgefiihrt wurden, _* |« -

stellt manfest, dassschon 1> [ RiFendeim __ Heunpendelm

bei wesentlich groberer

Schrittweite die Genau-

igkeit erreicht wird, die nach EULER-CAUCHY eine sehr feine Intervalleinteilung erfordert.
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Bei gleicher Schrittweite (100 Abschnitte) und dem gleichen In-

tegrationsintervall (1 s, diessind dieWerte, dieim oben gelisteten iﬁ Sl e e e Eel S
Script zu sehen sind) zeigt das nebenstehend zu sehende  |phimin =
"Command Window" etwa die zu erwartenden Ergebnisse. 24, s
Bei elner Einteilung desIntegrationsintervallsin 1000 Abschnitte
kann man durchausiiber ein Integrationsintervall von 10sintegrie-  |*¢¥"= ~
ren. Die nachfolgend zu sehenden  Graphik-Fenster und 5.4z42
"Command Window" bestétigen, dassauch dieseRechnungnoch |- -
"gesund" ist: i :
Ready
P mritio ] =Bl
Fil= Edit “iew nzert Tools wWindow Help File Edt View ‘web ﬂindowjﬂelp
DEE& YA A/ 2P R i &
2 . : . .
| /\\l /\ -1.5708 tEnd: 105
o n = 1000
| tgg=10s | omegaltax =
n = 1000 5.4246
At i
g 2 4 6 8 10 Ready

RUNGE-KUTTA-Verfahren

Mit denVerfahrenvon EULER-CAUCHY und HEUN wurden zwei einfacheVertreter einer kaum
zu Uberblickenden Anzahl von Integrationsverfahren vorgestellt, an denen aber die typischen
Probleme sichtbar werden, die der Anwender beachten muss. Die verschiedenen Verfahren
unterscheiden sich im Wesentlichen in der Anzahl der Funktionswertberechnungen fir den
Integranden in einem Integrationsschritt (beeinflusst die Qualitét der Naherung desIntegrals), in
der Strategie der Berechnung von vy, , (feste oder variable Anzahl von Operationen) und in der
Festlegung der Schrittweiten h fir die Integrationsschritte (feste oder variable Schrittweite).

Auf diesesweite Feld kann hier nicht weiter elngegangen werden. Nachfol gend werden nur noch
die Formeln eines besonders héufig verwendeten Verfahrens einer ganzen Verfahrensklasse
angegeben (ist z. B. mit dieser Variante auch im Programm MCALCU des Programmsystems
CAMMPUS redlisiert). Esist ein Vertreter der RUNGE-KUTTA-Algorithmen, die aus Funk-
tionswerten fur den Integranden in

Xi+1
Vg =V ff(x,y)dx

an verschiedenen Punkten des Integrationsintervallsh den Wert fir y,,, am rechten Intevallrand
so ermittel n, dassdie Genauigkeit der Berticksi chtigung moglichst vieler Glieder der Taylorreihen-
Entwicklung der Ldsung entspricht. Der fol gende Formel satz, der fUr einen Integrationsschritt vier
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Funktionswerte des Integranden berechnet (vgl. Dankert/Dankert: Technische Mechanik, Seite
498), ist ein

RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung:

Vi1 :yi+%(kl+2k2+2k3+k4) s X, =x+h

mit ki =f(x;,y) .
h h
k, = =,y t=k) ,

h h
k, = +—,y.+—=k) ,
3 f(xl+2 y1+2 2)
k4=f(xi+h>y,~+hk3)

Bei einem Verfahren 4. Ordnung (Uberei nstimmung mit den ersten 5 Gliedern der Taylorreihen-
Entwicklung) entsteht in jedem Integrationsschritt ein Fehler in der GroRenordnung h®, der bei
genlgend kleiner Schrittwelte sehr klein ist, andererseits reagiert das Verfahren bei zu grol3er
Schrittweite sehr empfindlich. Geradefir die Runge-K utta-Algorithmen gibt eseinerecht ausge-
feilte Theorie zur geeigneten Schrittweitenwahl (und damit auch der Schrittweitendnderung
wahrend der Rechnung), die allerdings den gravierenden Mangel hat, dass sie sichere Werte nur
dann liefert, wenn die Losung bekannt ist.

Bel der numerischen Integration eines Anfangswertproblemsist dieWahl einer geeigneten
Schrittweite h ebenso wichtig wie schwierig.

Dem Praktiker kann deshab als effektives Verfahren zur Beurteilung der Qualitét einer
Rechnung nur empfohlenwerden, einezusétzliche K ontrollrechnung mit hal ber Schrittweite
(und doppelter Anzahl von Integrationsschritten) auszufiihren. Die Ubereingtimmung bei der
Ldsungen (bei einer vertretbaren Toleranz) ist das sicherste Kriterium fur die Bestétigung
der Schrittweitenwahl.

Das nachfolgende MATLAB-Script (ist als RK Pendel.m zum
Download verfugbar) zeigt, dass die Programmierung des

<} Command Window =l

File Edit “iew ‘Web ‘window Help

Runge-Kutta-Algorithmus ebenso einfach ist wiedie Program- [ &
mierung der einfacheren Algorithmen. phillin =
Schon bei einer Einteilung desBerechnungsintervallsvon 10sin e
200 Abschnitte erhalt man praktisch exakte Ergebnisse (vgl. das n_ =200
nebenstehend zu sehende " Command Window" und diegraphi- ™<= ~
sche Darstellung der Funktion ¢ (t) auf der folgenden Seite). §.4249
e .
q [

Ready
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B} C:\Eigene Dateien\TMCARKPendel.m*

File' Edit Miew Test Debug Breakpointz ‘Wweb ‘window Help
D& {2l o dp| 88| ERERE| mafmzm o x
1 % Differenzialgleichungen: ;I
2
3= phip = inline ['omega','omega')]
4= onegap = inline |'-faktor*siniphi)','t','phi','omega’,'fakcor') ;
Lt
Bl—-| pl L % Pendellaesnge
7= a =9.81 ; % Erdbeschleunigqung
8- faktor = l.5%g/pl :
9
10 - td =0 ; phild = pi/2 ; omegal = 0 ; % Anfangswerte
1| = tEnd = 10 : % Ende des Integrationsinterwvalls
12(=| n = 200 : % Bnzahl der Integrationsschritte
13 = dt = (tEnd - t0) / n ;
14
15| = £t =th : dt : tEnd F:
16| phi = zeros (n+l,l) :
1= omega = Zeros (n+l,l)
18
14 % DN Rl i a e = e SR B, R e, S R, S R S RS
20/ - phifl) = phil H
21| = omega(l) = omegal ;
22
23| = for i=l:n
24/ - klphi = phip [omegaiil) :
25 - klom = omegap (t(i),phi(i),omegali),faktor) :
26| - kZphi = phip jomegaii)+klon®dc/2)
2T = kZom = omegap (t{il+dt/2,phiiii+klphi*dt/2, onegal(i)+klon*dt/2, faktor) ;
28— k3phi = phip (omega(ij+kZon*de/2)
28 - k3om = omegap (t{i)+dc/Z,phi(ij+kephi*dc/2,onega(i)+kZon*dt/2, faktor) ;
0| - kdphi = phip {omegali)+kIon*de) »
M= kdom = omedgap (t{i+l),phiii)+k3phi*dt, onega(i)j+k3on*de, faktor)
32| - rhi  (i+l] = phi (i) + (klphi + 2*kZphi + Z2¥k3phi + kdphi) * dcse ;
A= omega(i+l) = omegali) + (klom + 2*kZom + Z¥k3om + kdom) * dtse
34| - end
35 % Bunge-Futta-Algorithmug ——————mmmmmm e
36 =
| [= phiMin=min{phi) , omegalMax=maw(abs(onega)) % Extremwerte ---3> Commatd Windoor
38 —| plot (t,phi) % Graphik-Ausgabe phi(t)
39 II ';]
| I »
1| b | ECPendel.m I HeunPendel.m REPeandalm
Ready

RUNGE-KUTTA-Verfahren4. Ordnung: Bewegungsverlauf einespendel nden Stabes, der seine
Bewegung aus der horizontalen Lage ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt (numerische In-
tegration bei Einteilung des Zeitintervalls von 10 sin 200 Abschnitte).

<) Figure No. 1 HE=E3

File Edit Miew Insett Tools Window Help

[Dzdas kA2 800

2 T T T T T T T

tgg=10s
n




