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Biegeschwingungen gerader Trager

1  Differenzialgleichung

Betrachtet werden gerade biegeste™-
Trager, die kontinuierlich mit Masst
% -
v

belegt sind, fur die die Frequenze
der Biege-Eigenschwingungen ermi
telt werden sollen (die Frequenzei,
mit denen der Trager - einmal angeregt - frei schwingt).BB&sgeschwingungen bewegen
sich die Massenteile senkrecht zur Tragerachse, wlee3kizze andeutet.

EI pA i

Ein Vergleich der Belastung eines Tragers fir ein elagisshes Problem mit der Belastung
infolge der Bewegung der Massenteile fuhrt zur Differa@lgleichung fur die Biegeschwin-
gungen gerader Trager:

Beim elastostatischen Problem missen die Schnittgrofdege(o-
ment und Querkraft) mit der Linienlast am differenziddiken Ele- lqdz
ment im Gleichgewicht sein (vgl. "Dankert/Dankertchrische Me- (I l)

chanik”, Seiten 86 und 87), und unter Anwendung der Berno
Hypothese fur die Biegeverformung erhalt man aus geoctetiris
Betrachtungen die "Differenzialgleichung der Biegelini@4dnung” L dz
(vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik", Seiten 23284):

n

(E1 V') =q
Hierin sind die Linienlast) und die Verschiebungpositiv nach unten gerichtet.
Das entsprechende Element beim schwingenden Trager stralr

die Tragheitskraft der Masse des Elements belagtist @ie Dichte ’pA dz¥
des MaterialsA die Querschnittsflache des Elememtdz also das :
Elementvolumen ungoAdz die Elementmasse). Das Produkt a (1 I)
Elementmasse und der Beschleunigung (zweite Ableitung der SESEES
schiebungv nach der Zeit) ist als d'Alembertsche Kraft (vgl. &e .z

491 in "Dankert/Dankert: Technische Mechanik") entgegen der pusi
tiven Verschiebungsrichtung anzutragen. Der Vergleichdeih elastostatischen Problem
zeigt, dass fur die Biegeschwingungen des Tréagers die énfexigleichung

(El V') =-pAv

gilt. Dies ist eine partielle Differenzialgleichungy fdie Funktion/(zt), die Striche bedeuten
Ableitungen nach der Koordinatedie Punkte Ableitungen nach der Zeit

Mit dem so genannten Bernoullischen Produktansatz figedischte Funktion
v(zt)=2Z(2)T(t)

(die beiden Funktioned bzw. T sind jeweils nur von einer der beiden unabhéngigen Variab-
len abhangig) gelingt es, die partielle Differenzialglaimdy in zwei gewdhnliche Differenzi-
algleichungen zu uberfiihren. Einsetzen dieses Ansaitzhs partielle Differenzialgleichung
liefert:

(E1Z2") T=-pAZT .
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Wenn nun alle voz abhéngigen Funktionen (das kénnen auch die Biegesteiftgkand die
MassebelegungA sein) auf einer Seite der Gleichung und alle vabh&ngigen Funktionen
auf der anderen Seite zusammengefasst werden, dann korseamtnd

(E12") __j_k
pAZ T

die Gesamtausdriicke auf beiden Seiten von keiner dernberbhangigen Variablen ab-
hangig sein. Sie wurden deshalb gleich einer Konstantgsetzt, mit der nun zwei gewohn-
liche Differenzialgleichungen formuliert werden kénnBxe einfachere der beiden

T+kT=0

ist die bekannte Differenzialgleichung der freien ungedémpSchwingung (vgl. "Dan-
kert/Dankert": Technische Mechanik”, Seiten 581 bis 583), undt dstndlie Konstanté als
das Quadrat der Eigenkreisfrequenz der Schwingung

k =af

zu interpretieren. Die allgemeine Losung dieser Diffeigleichung ist nur insofern interes-
sant, dass man weil3, dass eine harmonische Schwingupgeehend

T =Ccos(wt -a)

vorliegt. Die (hauptsachlich interessierende) Eigenkmegsienzw selbst kann nur aus der
Losung der anderen gewohnlichen Differenzialgleichung

(E12")
pAZ

=k=d’

gewonnen werden. Diese homogene Differenzialgleichungdhudg

n

(EI 2") -’ pAZ =0

(die FunktionZ beschreibt die Schwingungsform) muss unter Beachtungaleibedingun-
gen (lineares Randwertproblem) geldst werden.

2  Analytische Losung fur Trager mit konstantem Quiensgit

Wenn sowohl die Biegesteifigkdiil als auch die Massebelegupg konstant sind, verein-
facht sich die Differenzialgleichung fur die Schwingungsfau

zm-Phz =0
El

Zur Vereinfachung wird die dimensionslose Abkirzung
4 _ psz |4
El

verwendet I( ist eine beliebig zu wahlende Bezugslange, die eingefiihd, win zu einem
dimensionsloseA zu kommen). Die damit formulierte Differenzialgleimg

A
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mnrr A4 —
Z _|—4 Z - 0
(gewohnliche lineare homogene Differenzialgleichung 4. Orghwird mit dem aus der Ma-
thematik bekannten Verfahren geldst. Die allgemeine mhggder Skeptiker tiberzeuge sich

durch Einsetzen) kann folgendermalf3en formuliert werden:
Z=C, cos(/]lzj+cz sin(/llfj+cs cosh(/]lz)+c4 sinh(/]lzj

Die 4 Integrationskonstanten missen aus Randbedingungmioéwerden. Die weiteren
Schritte sind:

» Formulieren der Randbedingungen, Einsetzen in die allgenh&isung fuZz, man erhalt
ein homogenes Gleichungssystem fur die Integrationskotest.

* Das homogene Gleichungssystem kann nur dann nichttriviedarigen haben (nicht alle
Integrationskonstanten haben den Wert Null), wenn dieffk@ntendeterminate ver-
schwindet. Das Nullsetzen der Determinante fuhrt aw Bestimmungsgleichung fix,
aus der die (hier unendlich vielen) Wekiebestimmt werden kdnnen, fur die nichttriviale
Lésungen moglich sind. Aus dankdnnen dann die Eigenkreisfrequenzen

_A [ET
12\ pA

bestimmt werden, wobei in der Regel nur wenige (dienkten) interessieren (zur Erinne-

rung: Eigenschwingungsfrequehand Eigenkreisfrequerm sind tiberw = 2nif miteinan-
der verknupft).

» Zu jeder Eigenfrequenz gehort eine Eigenschwingungsform, ldreliags nur bis auf ei-
nen beliebigen Faktor bestimmt werden kann. Praktisch kanrsmaorgehen: Man setzt
in das homogene Gleichungssystem flr die Integrationskates den zur Eigenschwin-
gungsform gehdrendeh;-Wert ein und ordnet einer beliebigen (allerdings nichh vo
vornherein verschwindenden) Integrationskonstanten denMertum dann aus dem um
eine Gleichung reduzierten System die anderen Integs&bostanten zu bestimmen.
Damit ist dann die Schwingungsfoi(z) bis auf einen beliebigen Faktor bekannt.

Beispiel 1: '

Fuar den skizzierten Trager sind die > A
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg |, El p4 S
schwingungen und die zugehdorige » /

¥

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El = 3000Nm? ; pA =3kg/m; |=1m.
Die allgemeine Losung fur die Schwingungsform

Z=C, cos(/] lfj +C, si n(/] lfj +C, cosh(/] lfj +C, si nh(/] lfj

muss folgenden Randbedingungen angepasst werden:
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)

) Vv(z=0)=0 - Z'(z=0=¢
) v(z=1)=0 - Z(z=1)=0
) M,(z=1)=-ElVv'(z=1)=0 - Z"(z=1)=0

Es werden also auch die ersten beiden Ableitungen der FuzKpbendtigt:

Z' = /I]_ [—Cl sin(/]|5)+c2 cos(/]lzJ+C3 sinh[/]lzj+c4cosh(/llzﬂ :
2
z" :/ll—z [—Cl cos(/]lz) -C, si n(/]%} +C, cosh[/]%} +C,si nh(/]lzﬂ

Die vier Randbedingungen ergeben folgende vier Gleichungen
1) C,+C,=0 R C,=-C,
2) C,+C,=0 R C,=-C,
3) C,cosA+C,sinA+C,coshA+C,sinhA1=0
4) -C,c0sA-C,sinA+C,coshA+C,sinhA=0

Die beiden ersten Gleichungen kdnnen genutzt werden, @rArdiahl der Unbekannten auf
zwei zu reduzieren, so dass folgendes Gleichungssystiteitaé

cosA-coshA  sinA-sinhA ||C | |0
—-cosA-coshAd -sinA-sinhA || C, |0

Dieses homogene Gleichungssystem kann nur nichttrivisderigen haben, wenn die Koef-
fizientendeterminante verschwindet:

(cosA -coshA)(-sinA-sinhA)+(-cosA-coshA)(sinA-sinhA)=0
Nach einigen elementaren Umformungen erhéalt man kieliing
sinA coshA — cosA sinhA=0 ,

die nur numerisch gelost werden kann. Nebt I C o Wil M=
stehend ist das Ergebnis der Berechnung & d_ '"D rr——
ersten drei Eigenfrequenzen mit MATLAB z == =0t *iW Wen Jwincow Sep

sehen. ¥ Al
EigenFrequenzen =

Zur Berechnung der Schwingungsformé(g)
wird (willktrrlich) die Konstante C; = 1 gesetzt. 77.5936 251.4692 524.6704
Dann erhélt marC; = -1 und

= -
CZ:—C(_)S/]_C_OSM . c,=-C, ( | L'j
sinA-sinhA

so dass sich die zum Eigenwexit gehdrende
Schwingungsform folgendermalRen darstellen lasst:

A, —coshA,
Z (z):cos(/liE)—cosh(AiEJ—C?s : C,OS : sin[AiEj—sinh(AiEJ
I ) sinA, —sinhA, I I
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Nebenstehend sieht man die graphische Darstellung
Schwingungsformen zu den ersten drei Eigenwerten in eil
Graphik-Fenster von MATLAB (das komplette MATLAB
Script ist unten zu sehen).

Wenn - wie fur die Loésung dieses Problems und &hnlic
Probleme - die numerische Berechnung am Ende doch 1
zu vermeiden ist, sollte man sich fragen, wann man zonen
rischen Berechnung Ubergehen sollte. Natlrlich kann 1
bereits fur die Losung der Differenzialgleichung ein epum
sches Verfahren verwenden. Wenn der Tragerquerschnitt |
konstant ist, wird dies in der Regel die einzige praktika
Maoglichkeit sein.

Aber fur den Trager mit konstantem Querschnitt ist die ani
tische Losung, die hier gezeigt wurde, die im Sinne des
rechnungsmodells exakte Lésung auch dann noch, wenn
Schluss die Losung der Eigenwertgleichung nur numeri
gelingt, denn man kann die Eigenwerte aus dieser "exak
Gleichung beliebig genau bestimmen. Und genau aus die
Grund bietet es sich an, mit der Numerik schon etwdsefr(
einzusteigen, an einem Punkt, an dem die Vorteile dek-e
ten" Losung erhalten bleiben, aber der aufwandige (und d:
fehleranfallige) Teil der Handrechnung deutlich reduzi
werden kann. Dieser Punkt ist bei diesem Beispiel drei.
wenn man das homo
gene Gleichungssys

B). C:ATMC\Biegeschwingungenibsl.m
File Edit “iew Tewt Debug Breakpoint: *Web Wwindow Help

File Edit “iew |nget Tools

Wwindow Help

6
-} Figure No. 1 =1 E3

“0 02z 04 06 08 1

YA

1. Eigenschwingungsfarm

__________________________

0.2 0.4 0.6 0.8 1
2. Eigenschwingungsfarm
T

3. Eigenschwingungsform

tem fir die Berech- D@ E| s E@mw = (8| £ | 80| B aE B E | s~ = x
nung der Integratlons- 1 function bsl % Biegeschwingqung, links eingesparmt, rechts Loslager =
2
konstanten aufgestell | J-| & - 000
hat, denn dann kanr ; rhok = 3
- L = 1
man Ohne VerIUSt del Bl — lamanf = o % Nach Nullstellen (Eigenwerten) zu ...
GenaUngelt der 7l=| lamend = 80 5o .untersuchender Bereich .
. 8= | nevmax = & % Maximale inzahl zu suchender Eigenwerte
Rechnung fur das | s
SUChen der NU||Ste|- 110: delta = (lamend-lamanf) /1000 ; % Ichrittweite f£ir das "Scannen” des Bereichs
i X £l = ewy (lamanf) ;
len die Bedingung @ 13-| v -1
n Ha— 13
KOGﬁlZlentendeter' 14| - for lam = lamanf+delta : delta : lamend
minante gleich Null" [ 18=| £z - evg f1am) ;
. 16| - if (E1*f2 < 0 | £2 == 0) % Vorzeichenwechsel? Damn ...
SChon nume”SCh rea 17| = lamd{iew) = fzero [([ewy , [lam-delta lam]) ;@ % ... Hullstelle suchen
Qi 18- iev = iev + 1
lISIeren 18— if iev » nevmad break ; end % nevmax Nullstellen gefundens
Und wenn man sich ' 27| &¢
dazu entschlief3t, soll- = 22-| ena
. 23
te . man konsequen 24— EigenFrequenzen = (sqrt(3000/rhok) * lawd.,*~2/L*4Z) / (2%pi)
sein und unmittelbar 2
. = =0:0.01:1;:
nach dem Aufschrei- = a7l-| Zo:: - 1iieos
ben der Gleichunger = 2 Leni = lamd(1) o
. 29— Z = cos(lani*z)-cosh(lani*z)-(sin{lani*z)-zinh(lani*=z))+% ...
einsetzen (ohne dei 30 {cos(lami)-cosh({lani))/(sin(lami)-sinh(lawi}}) ; % Schwinmmgsformen ...
H "ATAL_ |- subplot (iew-1,1,i) ; plot (= , Z) , grid on , ... % ... daratellen
VerSHUCh’ elnlge ein 32 title (strcat{numZstrii),'. Eigenschwingqungsform')) ;
fach" zu eliminieren- | 23| ena
de Unbekannte vorat | 2 | oion s - eop ciam
ZU entfernen)_ Im be- = 3|-| £ = sin{lam)*cosh{lan)-cos{lan)*sinh(lan) ; B
d ! 2

trachteten  Beispiel

[be [Ln28  colz1
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ware dies das Gleichungssystem mit vier Gleichungen, idasasas den Randbedingungen
ergibt:

1 0 1 0 C,

0 1 0 1 C,

cosA sinA coshAd sinhA | C,

-c0osA -sinA coshA sinhA||C,

0
10
0
0
Die aus diesem Gleichungssystem entwickelte Eigegiesrhung
f(A)=sinA coshA - cosA sinhA=0
soll nun einfach durch
f (1) =det(A)=0

ersetzt werden, wob@i die Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungssystist. Dies
wird realisiert, indem man im oben zu sehenden MATL3@1#pt die Functionf

35
36

funiction £ = ewg (lam)

f = sin{lam)*coshilam)-cos(lan)*sinh({lam) ;

durch folgende Function ersetzt:

35 function £ = ewg [ lam)

ig — f = det(Matrixi(lam))

37

3g function L = Matrixd [lam)

39 - L=1 1 ] 1 ]

40 a 1 a 1

41 coz [ lam) Zini(lawm) coshilamw) =sinhilsm)
42 —zo3(lam) -sin(lam) coshilam) sinhilam) ]

Dabei wurde der Aufbau der Matrxin eine weitere Function verlegt, denn man sollte nattr-
lich konsequent sein und die Ermittlung der Schwingungsforaeh nicht mehr von Hand
vornehmen. Das homogene Gleichungssystem fiir dienBesting der Integrationskonstanten
hat fur die berechneteg-Werte eine singulare Koeffizientenmatrix:

1 0 1 0 C, | |0

0 1 0 1 C,
cosA  sinA  coshA sinhA ||C,| |0
—-cosA, -sinA coshA sinhA || C,

hat also eine (bis auf einen beliebigen Faktor bestimeglachttriviale Losung. Diese kann

in Matlab mit der Functiomull bestimmt werden, die einen normierten Lésungsvektor des
homogenen Gleichungssystems liefert (die Matlab-Romatull liefert den so genannten
"Nullraum®” einer Matrix, dies ist im allgemeinen Faih Satz von orthonormierten Vektoren,
deren Anzahl dem Defekt der singularen Matrix entspriohtyorliegenden Fall mit einer
Matrix mit dem Defekt 1 wird genau ein Vektor geliefert, derer Losung des homogenen
Gleichungssystems entspricht). Fir einen speziellgartaertA; kann mit den so ermittelten
WertenC;; bisC,; die zugehdrige Schwingungsform berechnen:

Z =C cos(/li IEJ +C,,; si n(/li IEJ +C; cosh(/li IE) + Si nh(/]i IEJ
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Dies wird realisiert, indem man im oben zu sehenden MXg4Script die Zeilen 29 und 30

29
a0

= Z = u:u:us(lla.mi*z]—cush(lami*z]—isin(lami*z]—sinhilami*z] 1% ...
[coz(lami)-cosh(lami))/(sin(lani)-sinhi(lami)) : % chwingqungsformen ...
durch folgende Zeilen ersetzt (Aufbau der Koeffizientenxaitnd Aufruf dernull-Function):

29 -
A

null [(Matri=d{lami))]
cil) *cos(lawi*=z)+c(2) Fsin(lami*z) +c (3) *cosh(lami*z) +c (4) *=inh(lami*=z)

Die kompletten MATLAB-Scripts fur beide Varianten findaan bei der Losung der Aufga-
be 32-6 untehttp://www.JuergenDankert.de/TM®/enn die Aufgabe nur geringflgig kom-
plizierter wird (nachfolgendes Beispiel), dann empfieich slie zuletzt demonstrierte Varian-
te nachdricklich.

Beispiel 2: )

Fir den skizzierten Trager sind die Z, Z, 5] oA '
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg 4y %;2 i
schwingungen und die zugehorige Iz vz

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El = 3000Nm* ; pA =3kg/m; |=1m.

Es muss in zwei Abschnitten gearbeitet werden (die nlyghfd verwendeten Koordinaten
sind im Bild der Aufgabenstellung zu sehen). Die auf diddn Abschnitte bezogenen L6-
sungen (als "beliebige Bezugslange" wire: 1/2 gewahlt)

Z,=C, cos(/l%j+C2 sin(/]léj+c3 cosh(/]lz—}J+C4 sinh(/llleJ :
Z,=C, cos(/]%j+C6 sin(/]lﬁ*j+c7 cosh(/l|272j+c8 sinh(/llzTZJ

enthalten acht Integrationskonstanten und mussen folgeRaiet und Ubergangsbedingun-
gen angepasst werden:

1) w(z=0)=0 - Z(z=0=0
2) vi(z=0)=0 - Z(z=0=0
3) vl(zlzl ):0 = Zl(zlzl*):o
4) vi(zlz =v,(z,=0) R Zi(zlzl*):Z’z(ZZ:O)
5) My, (z=1")=M,,(z,=0) - Zy(z,=1")=2%z,= 0
6) Vv,(z,=0)=0 -  Z,(z,=0=0
7)) M,,(z=1")=0 -~ Zy(z,=1")=0
8) Fo.(z=1")=0 -~ Z(z,=1")=0

Einsetzen der allgemeinen Losung@i(z,) bzw. Z5(z) und deren Ableitungen in die Rand-
und Ubergangsbedingungen liefert ein homogenes Gleichwstgssyur die acht Integrati-
onskonstanten:
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1 0 1 0 0 0 0 0 ||C 0
0 1 0 1 0 0 0 0 ||C, 0
cosA siM  cosi  sink 0 0 0 01|C, 0
—-sinA  cost  sinll cosh 0 -1 o - 1|¢,| |0
—-cosA -siMd  cosl  sink 1 0 -1 01| C 1o
0 0 0 0 1 0 1 0 ||C, 0
0 0 0 0O -cosl - sl cosh sinh||C, 0
0 0 0 0 siM -cod sink  cosh||C;| |O]

Dieses Gleichungssystem kann wieder nur dann nichttriviagingen haben, wenn seine
Koeffizientendeterminate verschwindet. Es ist Gbrigens duschach mdglich, eine solche
Determinanten "von Hand" zu entwickeln. Nach einer (stwdihsamen Rechnung) erhalt
man die Gleichung

f (A)=cosA(sinA coshA - cosA sinhA)=0,

der man die Lésungen sofort entnehmen kacosA = 0 liefert A =102, 32, 572, ...und
die Klammer entspricht genau der Eigenwertgleichung despiés 1, so dass man die dort
ermittelten Losungen Gbernehmen kann.

Man mochte sich aber ganz gewiss bei Aufgaben diegemight der Mihe unterziehen, die
die Handrechnung mit sich bringt, zumal diese nattrkdteranfallig ist. Deshalb wird noch
auf die Losung mit MATLAB verwiesen,

die unmittelbar die Nullstellen der Determ
nante der Koeffizientenmatrix des oben ;  Ele Edit View Insett Tools Window Help
sehenden Gleichungssystems sucht, um (DS H &k A A /| ® 2 =
nach fur jeden gefundenen Eigenwert c

singulare Matrix aufzubauen und mit de 1. Eigenschwingungsform
null-Function von Matlab die Integrations ! : : !
konstanten zu berechnen..

Das komplette MATLAB-Script findet mar
unter http://www.JuergenDankert.de/TM: -
bei der Aufgabe 32-7. Nebenstehend u 5 . . . .
nachfolgend sieht man die Ergebnisse (| 0 0 Liyehechwingumgsform 1
genfrequenzen im Command Window ur 100 . | | .
die Eigenschwingungsformen in einem Gr : |

phik-Fenster).

|
I |
_____ |
1 1
1 |

«). Command Window O] A0 I !

File Edit View ‘web MWindow Help : 0'23 Eigghichwingul_l'r?gsformnﬁ 1
»> [

EigenFrequenzen =

43,6729 310.3945 447.0565

S -
1 F
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Beispiel 3:

S
[

kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg El pA

schwingungen und die zugehdrige i« 12 2 )2
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El = 3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg ; |=1m.

Die Einzelmasse am rechten Rand soll als Punktmassmdbhlassigung der Drehtragheit)
behandelt werden (dies ist in der Regel ohne nennensw@eeauigkeitsverlust erlaubt).
Dann unterscheidet sich die Lésung dieser Aufgabe veispigl 2 nur durch eine gednderte
Querkraftrandbedingung am rechten Rand. Dort muss die Qiftenkt der Tragheitskraft der
Massem im Gleichgewicht sein (die Gewichtskrafty braucht fur die Untersuchung der Ei-
genschwingungen nicht beriicksichtigt zu werden, siehe "Dankak#lta Technische Me-
chanik”, Seiten 584 und 585).

Die Rand- und Ubergangsbedingungen 1 bis 7 wer
wie im Beispiel 2 formuliert. Wie dort wird als "beligjei . .= 12) mv,(z,=1/2)
Bezugslangel* = /2 gewahlt, und die Randbedingung ~€2'"2

wird wie folgt ersetzt:
Aus der nebenstehenden Skizze erkennt man, dass ):.

Gleichgewicht aus Querkraft und Tragheitskraft der M
sem so formuliert werden kann:

FQ’2(22=I*)+m\'/'2(22=I*)=0

<

Fur den skizzierten Trager sind die % Z, Z
Yy

x
Iy
Y

Aus
-EIv;,”(z2 =l )+ mv, (z2 =l ) =0
erhalt man durch Einsetzen van = Z(z) T(t):
-El Zzﬁ"(z2 =I*)T+m 22(22 =I*)T'=0
und mit T=-a?T (vgl. Abschnitt 1) und

s PAW .
El
(vgl. Abschnitt 2) lautet die 8. Randbedingung mdHich:

A

Z;"(zz=l*)+pﬂA|)\*—jzz(zz=l*)=0 :

Die LosungsfunktiorZ(z) und deren erste beiden Ableitungen findet man Hedispiel 1,
ihre dritte Ableitung lautet (hier aufgeschriebé@nZ, mit den Konstante@s bis Cs):

3
Z, = I)\_3 [05 sin()\%j—ce co{)\lz%j+c7 sinl‘[)\lz*—2j+c8 cosﬁ)\%ﬂ

Damit kann die 8. Randbedingung wie folgt aufgeistiem werden:
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SinA +—_ A cos\ |C,+|-cod+— A sih |C,+
pAl pAl

sinhA + m* A cosh [C, +| cosiA+ m
pAl pA

*

A sinh) C,=0

Das flur das Beispiel 2 geschriebene MATLAB-Scripiss — =T
nur geringfigig modifiziert werden. Das Script Beispiel 3 E|e d“ View Inoet Tooks Window Help

findet man untehttp://www.JuergenDankert.de/TMeider [[pzga|x A 2 /|2 2 =
Aufgabe 32-8. Nebenstehend und nachfolgend siehtdiea
Ergebnisse (Eigenfrequenzen im Command Window umd = gs

1. Eigenschwingungsform

Eigenschwingungsformen in einem Graphik-Fenster). | A
=] R EEEREE EE WL
«). Command Window M=l E3 .
File Edt “iew ‘Web ‘Window Help : : : :
|
=F ﬂ 2 Eigenéchwingﬁngsforrh
EigenFrequenzen = 5 ' '

20,7790 242.12%6  403.89374

= - . . . :
1] | s 0 o2 Ui o U

3. Eigenschwingungsform

Auch wenn die Massebelegung des Tragers bei dem
verwendeten Verfahren nicht Null gesetzt werdemkdone-
tet es sich doch an, mit der Eigenfrequenz zu earign, P
die man mit der einfachen Rechnung erhalt, dieefésti- = e
sche Systeme mit Einzelmasse in "Dankert/Dankexthhi-
sche Mechanik" im Abschnitt 31.2.2 beschrieben wird

Das nebenstehend zu sehende System wird au* ~*~
einfaches Feder-Masse-System mit der Masse 7
und einer Biegefeder mit der Federzahlredu- masselos
ziert. Diese wird nach den Regeln der Elastost: ‘ 12
ermittelt (vgl. z. B. Beispiel 2 auf Seite 248 i
"Dankert/Dankert: Technische Mechanik"). Eine Kiafam rechten Rand senkt sich um

12 1

— W

v = 7F 13
F 96EI g F
AN
ab, so dass sich als Biegefederzahl Buscg V¢ ‘ EI s S b
_96EI ! 1 |
T
ergibt. Damit errechnet man die Eigenfrequerfz:i /C_B =1 _96E|3 =22,83s™
2ty m - 2\ 7ml

Die Rechnung mit Bertcksichtigung der Tragermasdeer sich diesem Wert sehr schnell.
Mit pA = 0,01kg/m erh&lt manf = 22,81s™, mit pA = 0,001kg/m ergibt sich der theoreti-
sche Wert auf 4 Stellen genafu= 22,83s™.
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3  L6sung mit dem Differenzenverfahren

Die homogene Differenzialgleichung 4. Ordnung
(E12") -a? pAZ =0

zur Berechnung der Eigenkreisfrequenageand der zugehdrigen Schwingungsfornzefun-
ter Beachtung der Randbedingungen) kann nattrlich aumerisch gelost werden, z. B. mit
dem Differenzenverfahren. Bei Naherung der 2. Ablgjen mit der einfachen zentralen Dif-
ferenzenformel (vgl. "Dankert/Dankert: TechnischedWdanik”, Seite 259, dort findet man
den Formelsatz fur die ersten vier Ableitungen)

Zi" = h_lz(zi—l —2Z + Zi+1)
(h ist der konstante Abstand der Stitzpunkte) erhél die Differenzengleichung (vgl. hier-
zu "Dankert/Dankert: Technische Mechanik”, Seité)26

Ii—1Zi—2 _Z(I a7t Ii)Z'—

A) h*
1+(Ii—l+4li + |i+1_%a)2]zi - 2(Ii + Ii+1)Zi+1+|i+1Zi+2= 0.

Diese vereinfacht sich fir den Fathnstanter Biegesteifigkeitund konstanter Massebele-
gung (homogenes Material und konstanter Querschnitd)mi der Abkirzung

4
x=PA h o’
El
zu
Z ,=-4Z_,+6Z -4 ,+7, ,-KZ =0.
Beispiel 1:

7

Fur den skizzierten Trager sind die 2
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg
schwingungen und die zugehorige
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El = 3000Nm? ; pA =3kg/m; |=1m.

Zunachst wird eine sehr grobe Einteilung des Tiagen, = 6 Abschnitte gewahlt, so dass
die Stutzpunkte den Abstartd=1/6 voneinander haben:

s

EI pA

Y

o~ 77 S~

® ® £0)

Auch wenn man die Differenzengleichungen nur fi@ 8li"Innenpunkte” aufschreibt, gehen
insgesamt 8 Verschiebungen in diese Gleichungerveindenen allerdings 2 (Lagerpunkte O
und 6) bekannt sind. Fur die beiden "AuRenpunkieturd 7 stehen zuséatzliche Randbedin-
gungen zur Verfugung.

Zunachst werden die Differenzengleichungen furRliekte 1 ... 5 formal aufgeschrieben:
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Punktl: Z_ -4Z,+6Z,-4Z,+Z,~KZ,=0
Punkt2: Z, -4Z,+6Z,-4Z,+Z,~KZ,= 0
Punkt3: Z, ~4Z,+6Z,-4Z,+Z.~KZ,= 0
Punkt4: Z, -4Z,+6Z,-4Z.+Z.,~kZ,= 0
Punkt5: Z, -4Z,+6Z,-4Z,+Z,~KkZ.= 0

Die 4 Randbedingungen lauten in Differenzenschreibgv (die eigentlich fur die Verschie-
bungsfunktionv zu formulierenden Aussagen kénnen analog flir eNgefte aufgeschrieben
werden:

Z, =0

Z, =0 =  =—(-Z,+2,)=0 = Z.,=Z,

Z, =0

M,s =0 = -Elvi= = 26”=1(25—226+z7)=o = Z,=-Z,

h?

Damit kbénnen in den 5 Differenzengleichungen diVerte der Rand- und Auf3enpunkte
ersetzt werden, und man erhalt das folgende honeoGéichungssystem (5 Gleichungen mit
5 Unbekannten):

7 -4 1 0 O 100 0 0)z
-4 6 -4 1 O 01 0 0 072
1 -4 6 -4 1-x/0 0 1 0 0Z,]=
0O 1 -4 6 -4 0 00 1 0|z,
0 0 1 -4 5 |000O0O0 1)][Z] |
Das homogene Gleichungssystem hat immer die "leniasung” Z, = Z, = ... =Zs = 0, die

natdrlich nicht interessiert. Nichttriviale Losumgkann das homogene Gleichungssystem nur
haben, wenn die Koeffizientendeterminante entsgnaeth

-k -4 1 0 0

-4 6-k -4 1 0

1 -4 6-k -4 1(=0
0 1 -4 6-k -4

0 0 1 -4 5k

verschwindet. Dies ist eine Gleichung 5. Grades. 3%-Werte, die diese Gleichung erfillen,
sind die so genannten Eigenwerte, aus denen schigienkreisfrequenzen berechnen lassen.
Der Weg Uber die Losung einer solchen Gleichungasirlich nicht praktikabel. Deshalb ist
das homogene Gleichungssystem oben gleich in den Fermuliert worden, die als Matri-
zen-Eigenwertproblem bezeichnet wird, fir dessesub eine ausgefeilte Theorie und die
entsprechenden Losungsverfahren zur Verfugung stehe

Das hier vorliegende Eigenwertproblem hat aus niscteer Sicht zwei wesentliche ange-
nehme Eigenschaften:

* Es st (im Gegensatz zum so genannten allgemeiigam&ertproblem) eirspezielles
Eigenwertproblem, weil x mit einer Einheitsmatrix multipliziert wird.



Jurgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 14

» Es ist einEigenwertproblem mit symmetrischen Matrizen Ein solches Eigenwert-
problem hat ausschlie3lich reelle Eigenwerte.

Das nebenstehende Matlab-Scri

baut die Matrix auf und berechne B) C:AMetObjects Fusion 4.0AUser Sites\TMcuDateien'\Bie... [M[=] E3
. . . . File Edit “iew Test Debug Breakpoint: “Web “Window Help
mit der Matlab-Functioreig die
Eigenwerte des speziellen Eigel | D @ B |[# B8 o & @ 5 | 88 | @ x
Wertproblems, d|e anSChIieBend 1 % Differenzenverfahren, Biegeachwingungen —
die Eigenfrequenzen umgerechn g ¢ [Beispiel 1, 5 Gleichungen)
und in das Command Windov al-| clear a1l
ausgegeben werden: 5
B-| L =1
<} Command '‘Wi... [H[=]E3 7l=| rhod =3 :
File Edit Wiew ‘web 3' EI = 3000 :
Window  Help 10/=| nia =6 ; % Anzahl der Abschnitte
s =] 11=| h = L/nk :
Eigenfremquenzen = E | n =nd-l
3. 0175 14=| a=[7-4 1 0 0:
. 15 -4 6 -4 1 0
215.3257 16 1-4 6-4 1;
302, 4880 17 0 1-4 6 -4 ;
E6l. 1693 18 oo 1-4 57;:
651.3130 14
20| = D = eigid) :
. - 21|~ | Eigenfrequenzen = sqrt(D*EI/(rhoki*h*4))/(2%pi) —
1| | 3 1| | 3|
|seript [Ln21  cCol47

Wahrend die erste Eigenfrequenz den exakten Wetz tter sehr groben Diskretisierung
recht gut nahert, sind die hoheren Frequenzen tewenau, weil die komplizierteren Eigen-
schwingungsformen mit eine*
so kleinen Anzahl von Stitz

B} C:\MetDbjects Fuszion 4 .0\User Sites\TMculDateien\Biegeschwggnt... M=l E3

. . File Edit “iew Text Debug Breakpoint: ‘web ‘window Help
stellen nur unzureichend gen: e e
hert werden kdnnen. - ™ .
1 % Differenzenverfahren, Biegeschwingungen =
Bei einer feineren Diskretisie- g ¥ (Beispiel 1, n Gleichungen)
rung bleiben die von Null ver- | 4| ciear an
schiedenen Elemente in de 2
. . - L =1
beiden ersten und den beide e
letzten Matrixzeilen unveran- 8-| EI = 3000 ;
der_t’ daZWISChe_n erg_eben _Slc 10— ndk = 100 % Anzahl der dbhschmitte
weitgehend gleichartige Zeiler | 11|-| » = 1/ma ;
(wie die 3. Zeile im oben zu | Y7 » -xnil _
. . . 13— i = geros (n,n) 2 Z Nullmatrix
sehenden Script, jeweils ur | 14
die Hauptdiagonale angeorc | 187| ati1:30 =17 -4 L 1
. 16(=| &(z,1:4) = [-4 6 -4 1] :
net: 1 —4 6 —4 1). Das N€ | 47/-| for 1-3:n-2
benstehende Script zeigt de | 18- Aii,1-2:142) = [1 -4 6 -4 1] ;
. 19/=| end

Aufbag. de_s _Glel_chungssys 20/-| Almlndin) - [L -4 5 -a7:
tems fur beliebig feine Diskre- | 21|=| ammn-z mj =1 1-4 51
tisierung (zu sehen ist der Fa | 23_ _

K 23 D = eigid) ;
Na = lOQ so dass 99 Glei- 24|-| Eigenfrequenzenil:3) = sqrtiD({1:3)*EI/(rhok*h*4))/(2%pi) =
chungen entstehen. Die Ergel | [
nisse werden deutlich besser: |seript Lnt0  Colt4




Jurgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 15

Es wurden nur die drei kleinsten Eigenfrequen-

«). Command Window =] E3 . .
: — , zen in das Command Window ausgegeben, ob-
File Edit “iew ‘wWeb Window Help )
o wohl 99 Eigenwerte berechnet wurden.
s -
Eigenfrequenzen = Die Genauigkeit ist ausreichend, fur eventuell
interessierende hdhere Frequenzen und bei
77.5810 251.3202 524.0813 komplizierteren Problemen kann man durchaus

e

1 |

Die dann entstehenden grof3en Matrizen sind nur
in einem schmalen Band in der Nahe der Haupt-
diagonalen mit von Null verschiedenen Elemen-
ten besetzt, und es ist empfehlenswert, die
Bandstruktur und die Symmetrie der Matrizen ausizem und nur die interessierenden
kleinsten Eigenwerte zu berechnen.. Daflr steld MIATLAB-DLL isiasb_m.dll zur Verfu-
gung, die den Aufruf einer Functiosiasb_m gestattet. Die Functioisiasb_m erwartet nur
die wesentlichen Elemente der symmetrischen Bantmatdes allgemeinen symmetrischen
Matrizen-Eigenwertproblems

die Feinheit der Diskretisierung noch steigern.
o

(A-kB)x=o0 .

Die Matrix A fur das behandelte Beispiel kann als Rechteckxnatitinur 3 Spalten bereitge-
stellt werden (diese kompakte Darstellung enthélgdsamte Information):

7 -4 1 0 0| 7 -4 1
-4 6 -4 1 0 .. 0 6 -4 1
1 -4 6 -4 1 0 0 6 -4 ]

ao| o e e N o
0O .. 0 1-4 6-4 1 6 -4 1
O ... ... 0 1-4 6 -4 6 -4 (
' 0 .. .. .. 0 1-4 5 5 0

In jeder Zeile vorAgmeand Stehen 3 Elemente, beginnend mit dem Hauptdiagtemaént. Die
letzten (beiden) Zeilen werden mit Nullen aufgeéfiiDie EinheitsmatrixB wird in Band-
Darstellung zum Spaltenvektor.

In dem nachfolgend zu sehenden Matlab-Script wiedMhtrix A in der beschriebenen Form
(als Asymeang) aufgebaut, die MatriB als mit 1-Elementen belegter Spaltenvektor (mit de
Matlab-Functioroneg. Beide werden der Function isiasb_m mit dem Aufru

[nc ev Z] = isiasb_m (A,B,3) ;

Ubergeben. Der dritte Parameter gibt die Anzahlggeviinschten (kleinsten) Eigenwerte vor.
Abgeliefert wird die Anzahl der tatsachlich bereetem Eigenwerte nc, ein Vektor ev mit
diesen Eigenwerten und die MatiZx die spaltenweise die zugehdrigen Eigenvektorén en
halt.

Die ausfuhrliche Beschreibung der Arbeitsweise wigdl Anwendungsmaoglichkeiten der
Functionisiasb_m fir Interessenten der Quellcode und die fir dafruA aus Matlab erfor-
derliche DLL findet man untérttp://www.JuergenDankert.de/MatlabFemset

Die von isiasb_m gelieferten Eigenvektoren werdarfdlgenden Script zur Darstellung der
Schwingungsformen genutzt.



Jurgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 16

Bl C:\MetDbjects Fusion 4_0\User Sites\TMcutD ateien\BiegeschwgoniB SDiffnB and. m*
File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘#eb ‘Window Help
DEE ¢ e o & @ f | 88|08 %8R SE | sewela X
3 Al
a(= clear all
]
G| — L =1 :
T|= thod = 3 :
g - EI = 3000 ;
£
10(— nk = 1000 % Anzahl der Absachnitte
11(=| h = L/nk ;
12— n = nh-1 ;
13[=| & = =zeroz (n,3) : £ Nullmatrix
14(=| E = pnes in,l) ; % Einheitsmatrix (als Bandmatrix)
14
16(=| &{l,:) =[7 -4 1] : % Mufban der Matrix 4 als Bandmatrix
17(= &iz,:) = [6 -4 17 :
18| - for i=3:n-2
18- Lii,:) = [6 -4 17 :
20— end
2= iin-1,:) = [6 -4 0] :
22=| Ain ,:) =[5 007 :
23
24| - [nc ev Z] = isiasb m (4,B,3) : % ... berechnet die 3 kleinsten Eigenwerte
25 E: und die zugehoerigen Eigenwvektoren
26| — Eigenfrecquenzen = sgrtiewv(l:nc)*EI/ (rthod*h*4) )/ (2%pi)
27
28(— z=0:h:1L:
28— for i = l:nc ¥ nc - Anzahl der tatsaechlich berechneten Eigenwerte
0= subplot (nc,l,i) ; plot (= , [0 7 Z(:,1) ; 0]) , grid on , ...
H title [strcat(humZstr(i),'. Eigenzschwingqungsforn']))
32| end —
4| | =
|script Ln32 Col4

Bemerkung zur Strategie der Realisierung des Diffeanzenverfahrens:

Bei der Anwendung des Differenzenverfahrens zurfdrerungsberechnung gerader Trager
bilden Ublicherweise die Differenzengleichungen dille Tragerpunkte und die zusatzlichen
Randbedingungsgleichungen das Gleichungssystendemitalle Verformungen (auch fur die
"Aul3enpunkte") berechnet werden. Auch dieses Qleigbsystem hat eine bandférmige Ko-
effizientenmatrix, die allerdings nicht symmetrigsh

Zur Formulierung des Eigenwertproblems fir die B&ghwingungen wurden die Randbe-
dingungen genutzt, um die Rand- und Au3enpunktabvau eliminieren. Dieser (geringfligig

aufwandigere) Weg fuhrte auf symmetrische MatriZéggmmetrische Matrizen wéren zwar
auch fur die Lésung inhomogener Gleichungssysteonteihaft (etwa Halbierung der Re-

chenzeit), sind aber fur die Behandlung von groldatrizen-Eigenwertproblemen auch aus
numerischer Sicht unbedingt vorzuziehen (symmdteiddatrizen-Eigenwertprobleme haben
garantiert nur reelle Eigenwerte), so dass deretbdre Mehraufwand fur die Elimination der
AulRenpunkte in Kauf genommen werden sollte.
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Prinzipiell ware auch der Weg mit zusatzlichen Giengen mdglich. Die Randbedingungen
sind dann bei einem Schwingungsproblem aber keeweBungsdifferenzialgleichungen fir
einen bestimmten Freiheitsgrad, sondern "Zwangsbedgen”, was auf nicht mehr symmet-
rische MatrizemA undB fiihrt, wobeiB aul3erdem singular ist. Die Matlab-Functig ver-
kraftet dies durchaus, liefert aber (korrekterwetknn einige komplexe Eigenwerte ab.

Waéhrend die Einarbeitung der Randbedingungen beibdéden Lagern, die im Beispiel 1
auftraten, automatisch auf symmetrische Matrizémt&) muss bei einem freien Rand (nach-
folgendes Beispiel) noch "etwas nachgeholfen” werd

Beispiel 2:

%

Fur den skizzierten Trager sind die 2
kleinsten Eigenfrequenzen der Biegw‘

schwingungen und die zugehorige | 2 V2
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El = 3000Nm? ; pA =3kg/m; |=1m.

Der Trager unterscheidet sich in folgenden Punkéten Trager des Beispiels 1:

P

EL pA

X
Iy
¥

* Weil der rechte Randpunkt sich frei verschiebennkanuss auch fiir diesen Punkt die
Differenzengleichung formuliert werden, so das# $iei einer Einteilung der gesamten
Lange des Tragers my Abschnitte aucm = na Gleichungen ergeben (der rechte Rand-
punkt hat die Punktnummal), in die am rechten Rand zwei "Aul3enpunkte” eiegeh

* Am rechten Rand verschwinden Biegemoment und Qattriviit diesen beiden Randbe-
dingungen

n 1

M,, =0 = -ElV = = Z, =h—2(zn_1—2zn+zn+1)= 0
= Z.,=-2,+2Z
Fon =0 = -ElIvV'=0 = z" = 2—:]3(—2“_2 +2Z -2, *+Z,,)=0

= Zn+2 = Zn—2 - 22n—1 + 22n+1 = Zn—2 - 4Zn—1+ 42n

konnen die Au3enpunktet+l undn+2 auf die Tragerpunkte reduziert werden. Die Au-
Benpunkte kommen in den beiden letzten Differeneéigingen (Punkt@-1 und n)

vor:
Punkt n-2: Z, ,—4Z ,+6Z _,-4Z _,+7Z —-kZv,_,=0,
Punkt n-1: Z ,—4Z ,+6Z _ -4 +Z . -kZ_,=0 ,
Punkt n: Z ,-4Z _+6Z -4Z ..+7Z.,-kZ, =0

Aus diesen werden mit den aus den Randbedingur@earmenen Beziehungen die Au-
Renpunkte eliminiert:

Punkt n-2: Z _,—4Z ,+6Z _,-4 ., +7Z -kZ_,=0 ,
Punkt n-1: Z, ,—- 42 _,+5Z2 ., -2Z -kZ, _,=0 ,
Punkt n: 272, ,-4Z,, +2Z, -kZ, =0

Es ist zu erkennen, dass die letzte Gleichung ymengetrie der MatriA des Eigenwert-
problems verletzt. Eine Division der Gleichung dugcheilt diesen Mangel. Dass danach
die Matrix B keine Einheitsmatrix mehr ist (das Element in @&hten unteren Ecke hat
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nun den Wert 0,5), ist kein nennenswerter Nachi@dr untere Teil des Matrizen-

Eigenwertproblems hat damit die Form:

-4 6 -4 1-«... 0 1 O

1 -4 5 -2 .. 0 0 1
o 1 -2 1 .. 0 0 O

0
0

05

Zn—2 = O
zZ ., 0
0

n L~

» Es muss noch das Lager in der Mitte des Trageigkgichtigt werden. Die Bedingung

v,,=0 bzw. Z,,,=0

(Verschiebung verhindert am Pumk®) wird realisiert, indem jeweils in der Zerg2 der
Matrix A die Ziffernfolgel,-4,6,-4,1durch die Ziffernfolged,0,1,0,0und diel auf der Haupt-
diagonalen in der MatriB8 durch eined ersetzt werden. Dabei geht allerdings die Symmetri
der MatrixA verloren. Weil aber alle Elemente der Spal2zwegen der Multiplikation mit
der Nullverschiebund,» ohnehin bedeutungslos sind, durfen auch sie Mgketrt, und die
Symmetrie ist wieder hergestellt. Dieser Teil deatiVk A sieht dann so aus:

-4 6 -4 0 ...
1 -4 6 0 1 ..
A= o 0o 1 0o 0 .. .
1 0 6 -4 1..
0 -4 6 -4

Auf der folgenden Seite sieht man das Matlab-Scdps
diese Berechnung realisiert. Es liefert im Comm@id-
dow die (praktisch exakten) drei kleinsten Eigequen-
zen und in einem separaten Graphik-Fenster (Bdttsg
die zugehorigen Schwingungsformen.

<} Command Window _ O] x|
File Edit “iew ‘“Web 'window Help

B3 o]
Eigenfrequenzen =

49,6720 310.3943  447.0560

S .-

J Figure No. 1 = O] x|

Eile Edit Yiew lnset Tool: Window Help

B Y YT

1. Eigenschwingungsfarm

0.06
0.04

0.2 0.4 0B 0.8 1
2. Eigenschwingungsfarm
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‘B Editor - C:\Programme’NetObjects’ NetObjects Fusion 8 User Sites] ;[glﬂ
File Edit Text Cell Tools Debug Deskbop Window Help | | A X
D E|i{ B «|&(ff a8|BREEA||- ] B
1 2 Dhifferenczenverfahren, Bisgeschwingungen: (Beispiel 2)
2l clear all
Zille L =
Bl Ehold. =3 5
e EL = 3000 ;
&
dli= nd. =-400d0: % Anzahl der Abschnitte
SR H = L/nk ;
= n = nk -
R = n = zZeros (n,3) 2 Nullmacrix
et 23 B = ones T e Y Einheitsmatrix
1z
13 — A{i:2,:) = [7 -4 1 : 6 -4 1] :
= Eoris3 in=2
15 - Bii,:) (6 -4 1] :
1a = end
17 — Afn-1:n,:) =[5 -2 0 : 1.0 0] :
15
19 — nMitte = round(n/Z2+0.1) ;
20 - hi{nMitte-2,3) =0 :
i | = AfnMitte-1,2) = 0
22 - hinMitte ,:) = [1 0 O] :
23 - EinMitte ,1) = 0 :
24 - Ein L=
25
| = [ne ev E] = isiasb m (4,B,3) :
27 — Eigenfreguensen = agrtievil:nc) *EIL/ (rhobi*h~4) )/ (2*%pi)
25
29- =z =02:h:L:
Rl cforlssdsng
= G i e L W e P I S T 1 c R U~ S I (4 0 A B B S o s ' o | A
S (= rtitle f(strecat(hwnzscr (i),'. Eigenschwingungsform' )
Fal=  end
Rl |2
| zcript Lo 33 col 4 [OvR |
Beispiel 3: ) m
Fur den skizzierten Trager sind die % ~ .
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg ‘ ‘
schwingungen und die zugehérige L« 2 ol & 4
Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El = 3000Nm? ; pA=3kg/m ; m=2kg ; |=1m.

Die Einzelmasse am rechten Rand soll wie im entsigreden Beispiel im Abschnitt "Analy-
tische Losung" als Punktmasse (Vernachlassigun@deitragheit) behandelt werden. Damit
kann die dort entwickelte Querkraftrandbedingung raghten Rand Gbernommen werden.

Aus
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m o’

Z" + Z, =0
El

wird mit der fur die Beispiele des Differenzenvéirfans eingefiihrten Abkirzung

4

x=PAN 7
El
und der Differenzenformel fur die 3. Ableitung:
1 Km
F(_Z”‘Z +2Z, =22, *+Z..,) +WZ” =0

Wie im Beispiel 2 muss Momentenfreiheit am rechi®amnd realisiert werden, was wie dort
auf

Zn+l = _Zn—l + 2Zn
fuhrt, und damit erhalt man aus der Querkraftradaizging:

Zn+2 = Zn—2 _4Zn—1 + 4Zn _ZK—mZn
PAN
Damit stehen auch hier zwei Gleichungen zur Venfiggunit denen di&-Werte der beiden
rechten AufRenpunkte auf Innenpunkte umgerechnedemekdnnen. Ein Vergleich mit dem
Beispiel 2 zeigt, dass nur die letzte Gleichungniun) und auch diese nur in einem Koeffi-
Zienten betroffen ist:

Punkt n: 2Z2,., —4Z

n

n

L +27, —K(1+ 2m jzn =0
PANh

Auch hier wird die letzte Gleichung durch 2 dividjeim die g 5l
Symmetrie der MatribA zu sichern, so dass sich die AbDWE [Fie Ede view Insen Tocls window Help
chung des Aufbaus der Matrizen von denen des Bi#ssRi Dz R &k A 2 /| 2 &
(bei gleicher Matrix A) schlief3lich auf das Element

1. Eigenschwingungsform

1 m 0.05
=—+

Bnn
72 pAh

beschrankt. Ein entsprechend modifiziertes Matletpd
liefert die im Command Window und einem Graphik-§ten | ,
zu sehenden (praktisch exakten) Ergebnisse. ' 2 = e

0.02

«). Command Window O] 00

File Edit “iew “Web ‘Window Help '

> A -0.04

Eigenfrequenzen = . 3. Eigenschwingungsfarm
20,7788 24201275 403.9371 o

-0.02

e ,
1] | r it 05 1
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Bertcksichtigung von Einzelmassen

Zusatzliche Einzelmassen an den Randern des Trageden in den Randbedingungen be-
ricksichtigt, im Beispiel 3 wurde dies demonstriert

Zusatzliche Einzelmassen innerhalb des Tragershalieler analytischen Losung (recht auf-
wandig) tber Ubergangsbedingungen erfasst werdénpen beim Differenzenverfahren
(4hnlich wie diskrete Lasten, Federn, ... usw., M@ankert/Dankert: Technische Mechanik™)
durch "Verschmieren" Uber die Breite wesentlich einfacher bertcksichtigt werden. Dies
wird wie folgt begrindet:

Die eingangs angegebene Differenzenformel fur \cediche Biegesteifigkeit und verander-
liche Massebelegung vereinfacht sich fir konst&mgesteifigkeitel zu

A) h*
Z, _4Zi—1+[6_&a}2]zi -4, +Z,,=0.
El

An jedem Punki kann hier also noch eine spezielle Massebelegengcksichtigt werden.
Wenn bei sonst konstanter Massebelegung an einekt Rueine Zusatzmasse m zu berick-
sichtigen ist, gilt ausschlieRlich fur diesen Punkt

)

m—1 EI a)z Zi - 4'Zi+1 + Zi+2 = O

bzw.

4
Zim—z _4Zim—1 +|:6_(1+ pr:hj%(ﬂz}z. -4, +7Z,,=0 .

Damit kann die bisher verwendete Abklrzung

4
x=PAN 7
El

weiter verwendet (und als gemeinsamer Faktor &lemente der MatriB vor die Matrix
gezogen) werderkEine Zusatzmassem am Knoten i, wird berticksichtigt, indem aus-
schlie3lich das Diagonalelement der MatrixXB in der Zeile i, geandert wird: Die 1 wird
durch den Wert

Bi i m
e PANh

ersetzt.
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4  LoOsung mit der Methode der finiten Elemente
Auf der Internet-Seite
http://www.DankertDankert.de/TMCu__ FEM-Grundgleichungen/tmcu_-deimdgleichungen.html

sind die Grundgleichungen der Finite-Elemente-Mdéhpusammengestellt, inre Anwendung
wird an Beispielen mit geraden Biegetragern denmn@mnst Es wird gezeigt, dass fir die Be-
rechnung der Eigenschwingungen schliel3lich ein ittrEigenwertproblem

(K—szJvﬂza

mit symmetrischen Bandmatrizen entsteht. Die $jiegiis-

matrix K und die Massenmatri® werden aus den Ele pA,(z)
mentsteifigkeits- und Elementmassenmatrizen nacim ¢ % i
klassischen  Einspeicherungsalgorithmus der  Fin EI (2.4, Lo

Elemente-Methode aufgebaut (vgl. z. B. "Dankertkaan:  “iy

Technische Mechanik”, Kapitel 15). @
—ﬁ-

Als Element wird ein Biegetrdger mit 2 Knoten defm Ze
Die Knoten haben je zwei Freiheitsgrade: Vertikedehie-

bung und Biegewinkel (nebenstehende Abbildung). diér
Verschiebung wird der Ansatz

ﬁs [Zs ) = g(zs )"e =gl [Zs )vz' + gZ [Zﬁ )q:'z +53[Zs )uj +g4 [Zs )q:l_jl
verwendet mit (vgl. "Dankert/Dankert : TechnischedWlanik”, Seite 647)

2 3

2 3
gl[z£)=1—3[j—*] +2[j—‘*} : gz[z£)=zg—2j—*+j—§ :

&

z ’ z ’ 72 F
se)=a(2] 2(%] 5 ale)--Ed

&

Auf der oben genannten Internet-Seite wird gezeéiggs flr konstante Biegesteifigkgit die
gleiche Elementsteifigkeitsmatrix entsteht wie fims elastostatische Problem (vgl. auch
"Dankert/Dankert : Technische Mechanik”, Seite 272)

12 6l -12 6l

-] &

Er| 6, 4 -6 20
K=
12-12 -6, 12 -6l

6l, 217 -6, 4l |

Die Elementmassenmatrix fur konstante MassebelegAngrgibt sich mit dem gleichen An-
satz zu:

156 22! 54  -13[

221 412 13l 32
Mf _ IJAE-E&, & & 2 2
420 54 13, 156 22l

&

-138, -3 220, 47
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An dem Biegetrager, der als Beispiel 3 in den \ariglapiteln berechnet wurde, soll der
Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix, der Systemmas®gtrix und die Berechnung des Mat-
rizen-Eigenwertproblems demonstriert werden:

! @
El pA _
‘_ 12 | 12 |
[ bl o
El = 3000Nm* ; pA=3kg/m ; m=2kg ; |=1m.

Der Trager wird zur Demonstration des Vorgehens gebb in nur 2 Elemente unterteilt.
Dabei entstehen 3 Knoten, die folgendermal3en nurarnererden:

5 [7] o~ [2] m
1Y —— 12]) L—

¢ EI,'}&A p=d @
‘ 12 V2 |

I—‘-'-

Y
i
B

Der Finite-Elemente-Algorithmus umfasst die folgend&chritte:

Fur die beiden Elemente werden jeweils eine Elesteifigkeitsmatrix und eine Ele-
mentmassenmatrix aufgebaut. Weil Biegesteifighd¢dssebelegung und Elementlange in
diesem Fall fir beide Elemente gleich sind, ergedieim fir beide Elemente die gleichen
4*4-Matrizen.

Die Elementmatrizen werden zu 6*6-Systemmatrizesamumengebaut: In einer System-
matrix landet eine Elementmatrix des Elements Hen linken oberen Ecke, die Ele-
mentmatrix des Elements 2 in der rechten unteré®.Hen Mittelteil, wo sich die Ele-
mentmatrizen Uberlappen, werden die Matrixelemdatiediesem Einspeicherungsalgo-
rithmus addiert.

Die Randbedingungen werden in die Systemmatrizegedaut, indem die zu einem ver-
hinderten Freiheitsgrad gehtérenden Zeilen und &paler Matrizen gestrichen werden.
Da beide Freiheitsgrade des Knotens 1 (VerschielunayBiegewinkel) und der erste
Freiheitsgrad des Knotens 2 (Verschiebung) behirsled, werden die ersten drei Zeilen
und Spalten der Systemmatrizen gestrichen, so3i&sslatrizen Ubrig bleiben.

Das Matrizen-Eigenwertproblem wird geldst.

Das Matlab-Interface (http://www.JuergenDankeriilabFemset) zum Finite-Elemente-
Baukasten Femset gestattet auch Einblicke in dis@wnstufen des Algorithmus.

Deshalb wird mit dem nachstehend zu sehenden M&tapt zunachst in den Zeilen 5 bis 9
das Berechnungsmodell definiert, danach werdenedieils zwei Elementmatrizen der bei-

den Elemente (Zeilen 12 und 13), die Systemmatritere (Zeilen 15 bis 17) bzw. mit Be-

ricksichtigung der Randbedingungen (Zeilen 19 bjsk&rechnet und in das Command Win-
dow ausgegeben. Der Funktionsaufruf in Zeile 24 dads Matrizen-Eigenwertproblem:



Jurgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 24

B} C:\NetDbjects Fusion 4. 0%User SitesM atlabFemsetiDateien\Femset_Komponent... [M[=] B3
File Edt “iew Test Debug Breakpointz ‘Web 'Window Help
DEE  2ro o | & 6f | 88|55 E D sex
1 % Berechrmngsmodell [(Aufgabe 32-8): | —
2= clear all
3
4 % FEM-Eerechnungswodell:
al— *¥ = [0 ;0.5 ;1] :
A= km=[ 1 2 : 2 3] :
7l=| ep = [3000 3 ; 3000 3] ;
g = kr =[1 1 :10;:00]7:
4| = wk = [00 ;00 20]:
10
11 % Elementmatrizen:
12— [Eelem Melew] = elemat m (1 , 2 , x¥ , kn , ep)
13- [Eelen Melem] = elemat m (2 , 2 , ¥¥ , kn , ep)
14
14(- [succ K M] = Eigsys m (xv¥ ., kn , ep , kr , mk) ;
16— Kays = SymBandz0uad (E) % Svstemnmatrizen ...
17— Mays = SymBandzZ0uad (M) % wor Einarbeitung der Randbhedinomicgen
18
19| = [succ g Mgl = Eigwbce m (¥ , km , ep , kr , mk) :
20— | Esysg = SymBandZQuad (Kg) % Svstemnatrizen
e Mavsqg = SymBandzZ0uad (Mgl % nach Einarbeitung der Randbedingungern
22
23 % Loezung dez Eigenwertproblems
24| - [nc omega vi] = femeig m (2 , ¥y , kn ., ep , kr , mk)
28— Eigenfrequenzen = omegas(2%pi) % Eigenfrequenzen
26| — draweigwecs (xy , km , kr , wi) ; % Schwingqungsformen =zeichnen -
1] | o
|script Ln26 ol 64

Zum Berechnungsmodell: iy stehen die Koordinaten der 3 Knoten, bezogen iaufelie-
biges) hier im Knoten 1 liegendes Koordinatensystam (“Koinzidenzmatrix”) enthalt die
Zuordnung der Knoten zu den Elementen (zu Elemegahbren Knoten 1 und 2, zu Element
2 die Knoten 2 und 3). In der Elementparametermatristehen in jeder Zeile 2 Werte fiir ein
Element: BiegesteifigkeilEl und MassebelegungA. Die Matrix der Randbedingungem
signalisiert fur die jeweils zwei Freiheitsgrade #@oten (Vertikalverschiebung, Biegewin-
kel) mit einer 1 eine “verhinderte Verschiebungiit einer O die freie Verschiebungsmag-
lichkeit. In der Matrix der diskreten Massem kénnen analog dazu fur jeden Knoten eine
Einzelmasse und ein Massentragheitsmoment defineanden.

Weil die Ergebnisse (Eigenkreisfrequenzen) in dendhsion die Zeit enthalten, die bei den
GrolRen des Berechnungsmodells gar nicht vorkomititdig dringende (und hier natirlich

eingehaltene) Empfehlung: Fir das Berechnungsmedéién konsequent die Einheitkg,

N undm fur alle Werte verwendet werden. Dann erhalt markigenkreisfrequenzen mit der
Dimensions™.

Alle Ergebnisse werden in das Command Window awsgeg Sie wurden im folgenden Bild
mit Erlauterungen so zusammengestellt, dass maZulammenhaéange zwischen den ein-
zelnen Matrizen erkennen kann.
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Man sieht, dass die Elementmatrizen direkt auediesprechenden Positionen in die System-
matrizen eingespeichert werden. Auf den Positioaendie Anteile aus verschiedenen Ele-
mentmatrizen gelangen (hier sind es die Bereicteezin Knoten 2 gehdren), werden diese
addiert. Anschliel3end wurde in der Systemmassennaatf dem ersten der beiden zum Kno-
ten 3 gehdrenden Hauptdiagonalelemente die Zusaseme= 2 kg erganzt.

In den SystemmatrizerkK(und M) sind zunéchst die geometrischen Randbedingungsn (
hinderte Verschiebungen) unbertcksichtigt. Am Knatesind beide Verschiebungen (Verti-
kalverschiebung, Biegewinkel), am Knoten 2 nur \dertikalverschiebung verhindert. Weil
fur Eigenwertprobleme das Bertcksichtigen der veltiiten Verschiebungen durch “Zeilen-
Spalten-Streichen” zu empfehlen ist, ist dieset&gia auch in Femset realisiert. Das bedeu-
tet, dass in beiden Systemmatriz€mund M die ersten 3 Zeilen und die ersten 3 Spalten zu
streichen sind. Es verbleibt das allgemeine synisobie Matrizen-Eigenwertproblem mit
zwei 3*3-Matrizen.

Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementmassenmatrizen:

Element 1 Element 2
288000 72000 -288000 72000 288000 72000 -2gg00o 72000
K — 72000 24000 —72000 12000 K — 72000 24000 -7Z000 12000
el - 288000 -72000 288000 -7z2000 al -288000 -7z000 28000 -72000
72000 12000 —72000 24000 72000 12000 =T7Z000 24000
= = ]
0.5571 0.0393 0.1929  -0.0232 0.5571 0.0393 0.1923  -0.0232
0.0393 0.0036 0.0232  -0.0027 _ 0.0393 0.0036 0.0232  -0.0027
jh1'1== 0.1929 0.0232 0.5571  -0.0383 114;2'_ 0.1929 0.0232 0.5571  -0.0333
e -0.0232  -0.0027 -0.0393 0.0036 -0.0232  -0.0027  -0.0393 0.0038
Systemiteifigkeitsmatrix K Systemmassenmairix| A
283000 72000 -2§3000 72000 0 0 0.5571 0.0393 0.1929  -0.0232 0 0
72000 24000 -72000 12000 0 0 0.0393 0.0036 0.0232  -0.0027 0 0
-288000 -72000 576000 [ -288000 72000 0.1929 0.0232 1.1143 0 0.1929  -0.0232
72000 12000 0 45000 -72000 12000 -0.0232 _ -0.0027 i 0.0071 0.0232  -0.0027
0 0 -283000 -72000 253000 -72000 0 0 0.1929 0.0232 | 2.5571| -0.0393
0 0 72000 12000 -72000 24000 0 o | -0.0232 |-0.0027  -0.0393 0.0036
| = L =
FElementanteil +
Allgemeines symmetrisches Matrizeneigenwertproblem: m=2kg
= —
45000 -72000 lz000 2 0.0071 0.0232z  -0.0027
-72000 253000 -72000 — M 0.0232 z.5571  -0.0393 Yy =8
12000 -72000 24000 -0.0027  -0.0393 0.0038 0
= =

Nach der Losung des Matrizer .
Eigenwertproblem (Zeile 24 im Matlab-Script
werden die Eigenkreisfrequenzen in Zeile ; | Ele Edit ¥iew Web Window Help

auf Frequenzen umgerechnet und in das Cc [
mand Window ausgegeben. Diese konnen |Figentrequenzen =
den exakten Werten verglichen werden (Kay

tel 2 dieses Skripts):

f1lexak = 20,785 ; faexa = 242,137 . o JEI
[

Die folgenden Schlussfolgerungen sind vere 4 I
gemeinerungsfahig: Wahrend die erste Eige

20.7807  Z80.8350
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frequenz schon mit zwei Elementen
hervorragend angendhert wir( SRV =10] x|
Zeigt schon die zweite Eigenfre Eile Edit Wiew Insett Toolz Window Help

qguenz erhebliche Abweichunge JJI] BHES A A/ 22D

vom exakten Wert. Die Finite-
Elemente-Methode ist ein Nahe
rungsverfahren, und die Ergebnis:
sind immer nur so gut, wie die An el
satzfunktionen in der Lage sind, di

exakten Verformungen anzuné ol

hern. Bei einer Rechnung mit met
als zwei Elementen werden auc
die Ergebnisse fur die héheren Fr:
guenzen sehr schnell besser. Sct
bei einer Einteilung der Tragerlan 2. Eigenschwingungsform
ge in 8 Elemente erhalt man auc ' ' ' ' '
fir den 2. Eigenwert mit oy

foexan = 242,215 N

einen ausgezeichneten Nah
rungswert. 02} 1

In Zeile 26 des Matlab-Script:
werden die beiden Eigenschwir
gungsformen in ein Graphik:
Fenster gezeichnet (nebenstehendes
Bild).

Die ausfuhrliche Beschreibung der Berechnung di@smaspiels (auch die Berechnung mit
beliebig vielen Elementen) mit der Mdglichkeit zubownload aller Matlab-Scripts findet
man unter

1. Eigenschwingungsform

0.2 0 mz DA [@E O 1 1.2

0.2 0 02 DA  [OEF OF 1 1.2

http://www.JuergenDankert.de/MatlabFemset

Die Beschreibung der Berechnung der in diesem Skriden Kapiteln 2 und 3 als Beispiele
1 und 2 behandelten Aufgaben findet man unter

http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 32-6/albfga32-6.html

bzw.
http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 32-7/albfga32-7.html
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5  Variationsproblem, Verfahren von Ritz

Die Ermittlung der Eigenkreisfrequenzen eines Bligggers mit der (veranderlichen) Biege-
steifigkeit EI und der (veranderlichen) MassebelegwAgwird durch die Differenzialglei-
chung 4. Ordnung (vgl. Kapitel 1 dieses Skripts)

n

(El 2") -’ pAZ =0

beschrieben. Sie ist ein Sonderfall der in "Darikemkert: Technische Mechanik" im Ab-
schnitt 33.5.2 angegebenen Differenzialgleichur®y38), fur die ein Randwertproblem nach
der Aussage auf Seite 643 durch ein aquivalentesatiéamsproblem nach (33.39) ersetzt
werden kann. In diesem Fall fuhrt dies auf Wasiationsproblem fir Biegeschwingungen

Vi :%I(EI 2" -’ pAZ?) dz+%2ckzk2+—;ZcT’kZ,22——;wzzMka2:> Minimum
| k k k

(als Energieanteile, die nicht Gber den Integralausk erfasst werden, wurden hier Energien
in diskreten Federn mit den Federzahtgndiskreten Drehfedern mit den Federzahigpn
und diskreten Massévik beriicksichtigt).

Dieses Variationsproblem kann naherungsweise nach\¢erfahren von Ritz gelost werden,
vgl. "Dankert/Dankert: Technische Mechanik”, Abstth®3.5.1. Ein Ritzscher Ansatz

2(d)=Yav (9

(Ansatzfunktionerv; missen jede fir sich die geometrischen Randbedgeguerftillen) fuhrt
Uber die Minimalbedingungen

Mo, (i=12..m)

0,
auf ein "Allgemeines symmetrisches Matrizen-Eigempreblem” (die Zwischenrechnung
verlauft analog zu den Beispielen in "Dankert/DatikBechnische Mechanik™ auf den Seiten
640 bzw. 644):

ki, Ky o ki, m, m;, ... my()a, 0
kK, K, ... Ky, o My, My o My (a3, 0
klm k2m kmm mlm m2m mmm a‘m 0
mit
ki, =jEIvi VIdZ+ D GV VDG VLV
| k k
und

m,; :J‘pAVi V; dZ"‘ZMkVi,ij,k '
| K

Die Losung des Matrizen-Eigenwertproblems liefeet Quadrate der Eigenkreisfrequenzen,
fur die das homogene Gleichungssystem nichttrivi#isungen hat. Die Anzahl der Ansatz-
funktionenm bestimmt die Anzahl der zu berechnenden Eigenkegjsenzen. Die zugehori-
gen Eigenvektoren liefern daWerte, mit denen der Ritz-Ansatz Naherungen fargigen-
schwingungsformen ergibt.
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Folgende Schritte sind also flur die Losung einefgAbe mit dem Ritzschen Verfahren erfor-
derlich:

Es sindm Ansatzfunktionen (Vergleichsfunktionen) so zu vedthldass sie digeometri-
schen Rand- und Ubergangsbedingungeffbsenkung, Biegewinkel, wenn an bestimm-
ten Stellen vorgeschrieben) erfillen. Je mehr Aafisaktionen verwendet werden, desto
genauer werden die Ergebnisse.

Mit den Ansatzfunktionen werden dig und m; errechnet, die die beiden (symmetri-
schen) Matrizen des Eigenwertproblems bestimmebeD&ind u. a. bestimmte Integrale
zu losen.

Die Losung des Matrizen-Eigenwertproblems liefeet Quadrate der Eigenkreisfrequen-
zen und die jeweils zugehorigen Koeffizienten déz-Rnsatzes, womit auch die Eigen-
schwingungsformen bekannt sind.

Die Matlab-Scripts der nachfolgend behandelten @Belis basieren samtlich auf folgenden
Strategien:

Als Ansatzfunktionen werden ausschlieBlich Polynomifionen verwendet. Diese er-
moglichen die Anpassung an beliebige geometriscdmedRund Ubergangsbedingungen
und werden von Matlab komfortabel unterstitzt.

Die bestimmten Integrale werden numerisch geldgt, v

http://www.DankertDankert.de/TMC/TMC EnergiemetBofNumerische Integration/n
umerische integration.html

Dafur wird die Simpsonsche Regel mit beliebig feioaterteilung des Integrationsinter-
valls verwendet.

Das Matrizen-Eigenwertproblem wird mit der von Matlbereitgestelliten Functicgig
gelost.

Beispiel 1: )
Fur den skizzierten Trager sind di > A
Kleinsten  Eigenfrequenzen der Bieg | El pA o
schwingungen und die zugehorige |~ / N
Schwingungsformen zu ermitteln: = il
Gegeben:El = 3000Nm? ; pA =3kg/m; |=1m.
Das komplette Matlab-Script findet man als Aufg_82Ritz.m unter
http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 32-6/alkga32-6.html
Nachfolgend werden die einzelnen Passagen destvadapts beschrieben:
Zunachst werden die Parameter definiert (Zeilens81b). Hier 5 . Paremeter
soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dassStlewin- [
gungsproblemen zwar im Ergebnis (EigenkreisfrequeieZeit | = g/=| g1 - 3000 :
als Dimension vorkommt, nicht aber in den gegebenenten. | qg/-| rhon = 3 :
Es gilt die nachdrickliche Empfehlung: Man verweralgs-

schlie3lich die Dimensionem, kg und N, dann erhalt man die
Eigenfrequenzen in der Dimensief.

Die Ansatzfunktionen mussen die drei geometrisdRemdbedingungen erflillen:
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v(z=0)=0 , V(z=0=0 |, v(z=1)=0

Das einfachste Polynom, das diese Bedingungerntersiildas Polynom 3. Grades

(1) (1)

Man Uberzeugt sich leicht, dass auch die h6hergm@&mfunktionen

(i) )

die geometrischen Randbedingungen erflllen.

Matlab unterstitzt das Arbeiten mit Polynomfunkéanrecht komfortabel. Die Definition

eines Polynoms erfolgt durch die Angabe der Koeffiten. In eckigen Klammern werden,
beginnend mit dem Koeffizienten vor der hochstemedng, dien+1 Koeffizienten des Po-

lynomsn-ten Grades angegeben. Das Polynom 3. Grades witlese Weise durch

PL = [1/t173 1/t172 0 0] ;

definiert ¢ 1 steht fir die Tragerlange. Im nachfolgend zu sehenden Ausschnitt aus dem
Matlab-Script sind 5 Ansatzfunktionen in den Zeilehbis 18 definiert:

13- mn =5 :

14/=| P1 = [1/t1*3 -1/£1%2 0 0] ;:

14— P2 = [1/t1*4 -1/t1*3 0 0 4] -

16/—| P3 = [l/tl*5 -1l/tl*4 0 0 0 0] ;
17(=| P4 = [1/t1*6 -1/tl*5 000 0 0] ;
18/=| P5 = [l/tl™7 -l/tl*6 000 00 0] ;

Fur die Berechnung der Matrixelemente des Matrzgenwertproblems werden die Ablei-
tungen der Ansatzfunktionen bendtigt, die mit dextlisb-Funktiorpolyder erzeugt werden:

21— PID = polyder (P1l);:

22 = PEZD = polyder (P2):

23 - P3D = polyder (P3):

24 - P4D = polyder (P4):
28— F5D = polyder (P&):

20

27 - FI1DD = palyder (PLD) :
28| - PZDD = polyder (P2D)
29| = P3DD = polyder (P3D) ;
a0 = PADD = polyder (P4D) ;
|- PSDD = polyder (PSD)

Die Matrixelemente sollen mit numerischer Integmatberechnet werden. Fir die Simpson-
sche Regel, die einfach zu realisieren ist undedeisgende Genauigkeit liefert, wird das Integ-
rationsintervall imn aquidistante Abschnitte der Brede = I/n unterteilt @ muss geradzahlig
sein), dabei entstehaery = n+1 Stitzstellen, die vo® bis n nummeriert werden. Das be-
stimmte Integral

| = IJ y dz
z=0

wird dann genahert durch digmpsonsche Regel
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Az
| = (Yot Ay, + 2y, + AYa+ Yt Aot F Yot Aty

Dabei sind digy; die Werte des Integranden an den Stitzstellen.

In der folgenden Passage des Matlab-Scripts w&dchdmerische Integration vorbereitet. Zu-
nachst werden dieaKoordinaten der Stutzstellen festgelegt (Zeile, 38nach werden die
Werte der Biegesteifigkeit, der Massebelegung ugrdAhsatzfunktionen einschlie3lich der
Ableitungen fur alle Stutzstellen berechnet. Fig Berechnung der Funktionswerte der (Po-
lynom-)Ansatzfunktionen wird die Matlab-Functipolyval genutzt:

33 o
34 % Vorbereitung der numerischen Integration und der Ergebnisauswertundg:

35| n = 100 : % Anzahl der Abschnitte £ir numerizsche Integration

36| = dz = £l /' n : % Breite eines Integrationsinterwvalls

= ns=n+1: % hnzahl der 3titzstellen

38| - 23 =0 : de : tl ; % Koordinaten der 3titepunkte

24

a0(=| EIZ = geroz (nd , 1) :

41| = rholdd = zeroz (n3 , 1) :

47

43 L Z22222222822222 ANPASSEN AN DAS ALETUELLE PEOELEM WON HIER ... Z2222282222222222222
44/=1 EIF(1l:nd) = EI H % Konatante Biegesteifigkeit und ...

45| = rhod3i(l:n3) = rhod : % ... konstante Massebelegqung

46 L 222222222822252 ... BIS HIER 22828l el el il 222228822282
a7

44 ¥ Punktionswerte und 1. und 2. Ableitung der Ansatzfunktionen an den 3titzstellen
49/ = w& (:,1) = polyval (Pl P-4 3 L

all=| & (:,2) = polyval (PZ P-4 3 L

all=| & (:,3) = polyval (P3 P-4 3 L

2= w3 (:,4) = polywval (P4 P -

83— w& (:,5) = polyval (P5 P-4 3 L

4= wds (:,1) = polyval (F1D , =3)' :

85|=| wd3 (:,2) = polyval (P2D , =3)' :

a6(=| wd3 (:,3) = polywal (F3D , =z3)' :

a¥|=| wds (:,4) = polyval (F4AD , =3)' :

88— wds (:,5) = polyval (FED , =3)' :

89 = wvwdd3i(:,1) = polyval (F1DD , =3)' :

G0 = | wdd3(:,2) = polyval (PZDD , =3)' :

G1)=| wdd3(:,3) = polyval (P3DD , =3)' :

G2 = | wdd3(:,4) = polyval (P4DD , =3)' :

B3| = | wvdd3(:,5) = polyval (PEDD , =3)' :

G4

65| - subplotim+l,1,1) ; plot{zd , v3(:,l:m)) ; grid ; title('bAnsatzfunktionen: ') ;

a1

B o

In Zeile 65 werden die Ansatzfunktionen gezeichoet,auf diese Weise eine optische Kon-
trolle der Erfullung der geometrischen Randbediggunfir alle Ansatzfunktionen zu reali-
sieren.

Der nachfolgende Ausschnitt zeigt den Aufbau deddrem*m-Matrizen des Matrizen-
Eigenwertproblems (zur Erinnerungy ist die Anzahl der Ansatzfunktionen). Die Zeilef 7
bis 86 realisieren die numerische Integration éleipn Matrixelement der MatrizédundM:

In den Zeilen 74 bzw. 75 werden die beiden Wegstendy, der Simpsonschen Regel berech-
net, in den Zeilen 78 bzw. 79 die UbriggetWerte, die abwechselnd mit den Faktodeozw.

2 multipliziert und summiert werden. In den Zeilen Bzw. 86 werden die Summen (der In-
halt der Klammer in der Simpsonschen Regel)4»i8 multipliziert:
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68 % Aufbhau des allgemeinen Matrizen-Eigenwertproblems:

69 - E = zeros (m , m) ;

T0j=| M = zeros (m , m) ;

71

72— for ii = l:im % dchleife ither alle Gleichungen
T3 - for 33 = lim % ii-te Zeile (Eoeffizienten kij)
74| - summel = EIS (1) %wdd3(1l,ii)Fwdd3(1,33) + EIF (nd) Fwdd5(nd,1ii)*wdd3ins,33) »

Filil Summes = rhod3(1)%w5  (l,ii)¥+3 (1,33) + rhodl3(nd)%v3 (ni,1ii)*w5 (nd,.373) »

TB| = faktor = 4 ; % Numerizsche Integration ...

77 - for £k = Z:n % ... nhach 3impsonscher Regel ...
78| - Summel = Summel + EIS (k) * vddS(k,ii) * wdd$ (k,jj) * faktor ;

74| = Summe:s = SummeZ + rhod%(k) ¥ w3 (k,.1ii) F wh (k,313) * faktor ;

a0n| - if (faktor == 4) faktor = 2 :

a1 - elae faktor = 4 ;

82| - end ;

23| - end

a4 % 33333333333333 ANPASSEN AN DAS AWTUELLE PROELEM WON HIER ... 3333333333333333333333333
g5 - Eiii,j3) = 5unmel®d=z/3 ;

86| - Mi{ii,33) = Summez*dz/3 ;

a7 % 33333333333333 ... BIS HIER ... 3335333353333035030533353353035533053303333533333333333333333333
aa| - end

aa| - end

Schlie3lich wird das Matrizen-Eigenwertproblem wohdr Matlab-Functioreig gelost (Zeile
92, vgl. Matlab-Help). In Zeile 95 werden die Eigerisfrequenzen in Eigenfrequenzen um-
gerechnet, die in Zeile 97 sortiert und in Zeilei®®as Command Window ausgegeben wer-
den. Danach werden die Eigenschwingungsformen cjezet:

91 % Lisen des allgemeinen Eigenwertproblems:

82(—| [V D] = eig (E , M) :

493

44| - for i=l:m

45| — fii) = sgqre(D{i,i)) 4 (2%pi) :

46| — end

9y = [£ , Index] = sort(f)

48| - if (m > 3) mm = 3 ; else nm = ; end ; % Maximal 3 Eigenfrequenzen ausgeben ...
49| = Eigenfrequenzen = £(l:mm)

100

101 = z=0:tl/m: £l ;

102 = for i = l:imm % ... bzw. Eigenschwingungsformen zeichnen
103| - wo= w3 * VW, Index(i)) :

104| = subplot (mm+l,1,i+l) ; plot (2 , ¥) , grid on , ...

105 title (streoat{numZstr(i),'. Eigenschwingungsform:')) :

106| = end

Nebenstehend sind die Ergebn|sse

Command Window zu sehen. Es werden r =< — :

. File Edt “ew “Web “Window Help
3 der 5 berechneten Eigenfrequenzen aus =
geben, weil die héheren Frequenzen wese :E’}_” . )
lich ungenauer sind (wenn héhere Freque [~t9=ftredieResn =
zen interessieren, sollte eine groRere Anz
an Ansatzfunktionen verwendet werder
Ein Vergleich mit den exakten Werten (Ke |- _IEI

k

pitel 2) zeigt fur die ersten 3 Eigenfreque q |
zen eine ausgezeichnete Ubereinstimmun

77,5988 Z51.5385 539.Zl1le

Dass die mit dem Ritzschen Verfahren
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berechneten Werte alle etwas gro3er sind als die Xakten" Werte, ist kein Zufall. Der
"Zwang, mit vorgegebenen Schwingungsformen zu schngen”, macht das System stei-
fer, und damit werden die Frequenzen hoher.

Die Ausgabe in das Graphik-Fenster bestatigt, desé\nsatzfunktionen die geometrischen
Randbedingungen erfillen. Die Eigenschwingungsforrreigen die erwarteten Verlaufe:

J Figure No. 1 =] B3

File Edit “iew |nzert Toolz Window Help

lDsaaxAar/ 200

Ansatzfunktionen:

1. Eigenschwingungsform:

0 : : .
005F-------- A E e -
10 : . :
2. Eigenschwingungsfarm:
0.1 : : : :
u e N S s
01 : I :
3. Eigenschwingungsfarm:
0.02 . : : .
| E— SRS T
002 : . . :
0 0.2 0.4 0.5 08 1
Beispiel 2:
Far den skizzierten Trager sind die " 7~ 7l od !
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg |, T P
schwingungen und die zugehorige 2 L2

Schwingungsformen zu ermitteln:
Gegeben:El = 3000Nm* ; pA =3kg/m; |=1m.

Es konnen die gleichen Ansatzfunktionen wie fur Bagsspiel 1 verwendet werden, wenn
man die Nullstelle fur die Verschiebung in den Rurk 1/2 =1, legt, also:

) )
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Die Funktionen gelten naturlich Gber den Lagerpumikaus fur die gesamte Tragerlange. Die
Anderung des Matlab-Scripts beschrankt sich al$diawZeilen 13 bis 18:

13|=| m =5 : tlh = tl/2 :

14(=| Pl = [1/tlh*3 -1/tlh*Z 0 0] ;

168/=| P2 = [1/tlh*4 -1/tlh*3 0 0 0]

16|-| P3 = [1/tlh*5 -1/tlh*4 0 0 0 0] ;

17— P4 = [1/tlh*a -1/7c1h~5 0 0 0 0 O] ;

18| - P5 = [1/t1lh*? -1/7/tlh*6 OO 0 0O 0 0] ;
Mit dieser kleinen Anderung (Matlab-Scrif |pe——rwm—" O[]
Aufg 32 7 Ritz.m) wird das Beispiel : File Edt View Web window Help
berechnet. Im nebenstehenden Comme - —

Window sieht man, dass die ersten beid
Eigenfrequenzen (im Vergleich mit de
exakten Ergebnissen aus dem Kapitel 2) s 49.94587 310.5240 51,0679
gut gendhert werden, wahrend der dri
Eigenwert schon eine signifikante Abwe |-=

chung zeigt. 1] | r

Eigenfrequenzen =

Bertcksichtigung von Einzelmassen und Federn:
Einzelmassen flieRen tUber die Elemente der Madrir die Rechnung ein:

m,; :J‘pAVi v, dZ"‘ZMkVi,ij,k '
| K

Der erste Summand wird durch numerische Integrai@rugt, was im oben beschriebenen
Matlab-Script bereits realisiert ist. In Zeile 8@dvder Wert fir ein Elememh; in die Matrix

M eingespeichert. Wenn an einem Punkt mit der Nunkrene Einzelmasskl, zu berick-
sichtigen ist, muss nur diese eine Zeile erwevterden:

Mii,jj) = Sume2*dz/3 + M*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Einzelmassen an anderen Punkten werdeh dwitere Summanden realisiert.

Die Berucksichtigung diskreter Federn ist verglbarheinfach. Sie flieRen tber die Elemente
der MatrixK in die Rechnung ein:

— n,,n I I
kij __[Elvi Vi dZ+ZCkVi,ij,k +ZCT,kVi,ij,k
| k k

Auch hier wird der erste Summand durch numeriscitegration erzeugt, was im oben be-
schriebenen Matlab-Script bereits realisiert istZeile 85 wird der Wert fur ein Elemeki

in die MatrixK eingespeichert. Wenn z. B. an einem Punkt mit deniderk eine Feder mit
der Steifigkeitck zu beriicksichtigen ist, muss nur diese eine Zsikeitert werden:

K(ii,jj) = Sunmmel*dz/3 + ck*vS(k,ii)*vS(k,jj) ;
Weitere Federn an anderen Punkten werden durclereeBummanden realisiert, bei einer

Drehfeder mit der Steifigkeitr x muss mit den Ableitungen der Verschiebungen niidigot
werden, der Summand lautet dann:

cTk*vdS(k,ii)*vdS(k,jj)
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Beispiel 3:

Far den skizzierten Trager sind die %
kleinsten Eigenfrequenzen der Bieg
schwingungen und die zugehorige | L [
Schwingungsformen zu ermitteln:

Gegeben:El =3000Nm® ; pA=3kg/m ; m=2kg; I=1m.

Die Aufgabe kann mit zwei kleinen Ergénzungen imtldaScript fir das Beispiel 2
(Aufg32_7_Ritz.m) gelost werden:

M
&

EI pA

¥
i
Y

In Zeile 10 wird der Wert fur die diskrete Massganzt

. 7 ) . T % Parameter:
(als mk bezeichnet, um Kollision mit dem bereits vg | g[-| ., - .
wendeten Parameter — Anzahl der Ansatzfunktionen| " g|-| g1 - z000 :
zu vermeiden). In Zeile 86 werden die Elemente | qp|-| rhoia = 3 : mk = 2
Matrix M um den Anteil der diskreten Masse erweitert

Summel *d=z /3 ;-
Summe2%¥dz /3 + nk*wind,ii1%w3Ains, 33

gk M{ii,33)

Bﬁ|—| E{ii,q1)

Mit diesen Anderungen entsteht das Matle |y——5—rar— BEE
Script Aufg32_8_Ritz.m, mit dem das Beispi SE o i e windaw Help
3 gelost wird. - — — o

s

Im nebenstehenden Command Window Si |Eigenfrequenzen =
die Eigenfrequenzen zu sehen, die die exak
Werte (Kapitel 2) sehr gut nahern. 20.8588 243.9690 439.2906

) -
1| | 3

6  Der Rayleighsche Quotient

Wenn fiur die Naherungslosung des VariationsproblemsRitzscher Ansatz mit nur einer
Ansatzfunktion entsprechend

Z(z)=av(z)

verwendet wird, degeneriert das homogene Gleiclaysgsm fir die Bestimmung der An-
satzparameter zu einer Gleichung:

(k11 —wzmll) a=0
mit
k= [EIT"? dz+Y %+ ¢, 07
| k k
und

m, = [pAV dz+Y M, .
| k



Jurgen Dankert: Biegeschwingungen gerader Trager 35

Daraus lasst sich eine Naherungsformel fir das @uaer Eigenkreisfrequenz erzeugen, der
so genannte Rayleighsche Quotient:

[EIT? dz+Y c @+ ¢ 07
k k

— |
[pAV dz+3 M,
| k

Damit kann in der Regel nur eine recht grobe Nafgtiir eine Eigenkreisfrequenz erzielt
werden, es sei denn, die gewéahlte Ansatzfunktiodes Eigenschwingungsform sehr ahnlich.
Das nachfolgende Beispiel demonstriert dies.

Beispiel 1: _

Fur den skizzierten Trager ist eine Nah > A

rung fur die kleinste Eigenfrequenz de El pA o
. . . . %

Biegeschwingungen mit dem Rayleig} /

¥

schen Quotienten zu berechnen
Gegeben:El = 3000Nm? ; pA=3kg/m; |=1m.

Bei Verwendung einer beliebigen Funktion, die nlatfirdie geometrischen Randbedingun-
gen erfillen muss, ist das Ergebnis erwartungsgesafiungenau. Die Ansatzfunktion

liefert z. B. die Eigenfrequenz
f1 =103,1s™

Dies ist ein unbrauchbarer Wert, wie ein Verglaitihdem exakten Werf{exax = 77,605 ™,
vgl. Kapitel 2 dieses Skripts) zeigt.

Ein wesentlich besseres Ergebnis ist zu erwartenpwnan eine elastostatische Biegelinie als
Ansatzfunktion verwendet.

Es bietet sich natdrlich an, die Biegelinie furezinrrager
mit konstanter Linienlast zu verwenden. Fur deneneb
stehend skizzierten Trager mit konstanter Bieghgkeit
El gilt (vgl. z. B. "Dankert/Dankert: Technische Meeh &
nik", Seiten 246 und 247)

Q 1* 2\ z\° z\?
V= 2|=| =-5|=| +3|=
48EI I I I
Als Ansatzfunktion muss nur der Inhalt der eckig@d@mmer verwendet werden. Mit

o=2(1) () + (i)

erhalt man die ausgezeichnete Naherung:
fi = 77,765

-

—
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Die Rechnung kann durchaus noch von Hand erledigtlen, was allerdings wegen der Feh-
leranfalligkeit nicht zu empfehlen ist. Man solitemindest die Hilfe eines symbolisch rech-
nenden Programms in Anspruch nehmen. NachfolgemtieilRechnung mit Maple zu sehen.

Die AnsatzfunktionvS wird mit der Maple-Funktiordiff zweimal abgeleitet, anschlieRend
werden mit der Maple-Funktiomt Z&hler und Nenner des Rayleighschen Quotienten be-
rechnet. Schlie3lich wird aus dem Rayleighschent@uoten mit den vorgegebenen Zahlen-

werten die kleinste Eigenfrequenz ermittelt.

Ei Maple 8 - [Untitled [1] - [Server 1]]
@ File Edit Miew Inzert Fomat Spreadsbest ‘Window  Help

=10 x|
=8| x|

NG =E IR A = =l RN

[=

=

48
-

[ [@] 7 ]

-? restart;
[ wB:=2 -

224 523 322

Vi =z —% 1 3 + 5
i ! ! !
[ wsdd:=diff{diff{vs(z),=2),2);

2422 ANz 6
viadd = - +
2
1)

i AN A
(> k[11]:=int (ET*vSdd"2,z=0..1)

X a6 BT
1= 2
i 5.-:’3
[ m[11] :=int {rhofA*vS(=z)"2,=2=0..1);

19 rhad !

S
=k [11]1/m[11];

4536 Bi

P?Ell =

:} omeqaguadrat :

amegauadral = p
187 rhad
rhof:=3; 1l:=1;

Hi=73000
rhod =3
=1

> ET:=3000

J=T106422607

2%(z/1)"4-h*(=z/1)"3+3*{(=z/1)"2; :j

:} fl[1l]:=evalf(sqrt{omegaQuadrat)/{(2*Pi})) ;

El

[ Time: 23s |Bytes 206M | Available: 182M |

Das folgende Matlab-Script l6st die Integrale nuswr mit der von Matlab angebotenen
Functionquad. Dieses Script und ein weiteres Script, das eioelifkation des im Kapitel 5
benutzten Scripts fir das Ritzsche Verfahren ist die Integrale wie fur das Ritzsche Ver-

fahren mit der Simpsonschen Regel l6st, findet ovdar
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http://www.juergendankert.de/TM3/Aufgabe 32-6/alfeja32-6.html

B} C:\MetObjects Fuszion 4. 0\User Sites\Tm3\DateienVAufg3? 6 Rayl.m

File Edit “iew Test Debug Breakpointz ‘web ‘wWindow Help
DS ¢ ERe | & M| a8 EEE RS s« | x
1 % Biegeschwingungen gerader Traeger, Ravleighscher Quotient, dufgabe 32-6. | —
2 function Aufg3Z_6 Rayl
1l clear all
4
a % Parameter:
2] tl =1 ; EI = 3000 ; rhok =3 ;
7
g % Ansatzfunktion und deren 2. Ableitung:
9= global v w3DD
10( = w3 = [2/tl*~d -5/t1*3 3/tl~2 0 0] ; % EBiegelinie bei konstanter Linienlast
11(=| w3DD = polyder (polyder (w3)): % Z. Ableitung der Ansatzfunktion
12
13|=| k11 = EI #quad({@kllfun,0,tl] :
14/=| mwmll = rhod¥cquad(@mllfun,d,tl) ;
15
16/ = | Eigenfredquenz = sgqrti(kllsmll) / [(Z%pi)
17
18 function ¥ = mllfuni(x)
19| = global w3 v3DD
20(=| v = (polywal(wd , H))."2 :
21
22 function ¥ = kllfun(x)
23 - global 3 v3DD
24|=| ¥ = (polywal(wsDD , x)].%2 : —
2l [
|Aufg32_G_Rayleigh |Ln2 Cal 23

Das Ergebnis erscheint im Command Windc
und ist identisch mit dem symbolisch mit Map
errechneten Wert.

Es gilt eine entsprechende Aussage wie fir da
Ritzsche Verfahren: Die mit dem Rayleigh-
schen Quotienten zu berechnenden Werte sinc
Obergrenzen fur den tatséachlichen Wert.

<} Command Window - |O

File Edit “ew “Web Window Help

=
Eigenfrequenz =

a4

=> |

1| | *




